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Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen 
Flächen. 
(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


1. Die linearen Systeme von Flächen zter Ordnung stehen in der 
innigsten Beziehung zu den Flächen »te Classe, und ihre Theorie ist im 
Grunde identisch mit der projeetivischen Theorie der letzteren. Die Unter- 
suchung jener Flächensysteme führt vor Allem zu der erweiterten Polaren- 
theorie der Fläche &" „ter Classe (S. 4.), insbesondere auch zu denjenigen 
Flächen »ter und niedrigerer Ordnung, welche ich „apolar zu $*”* genannt 
habe *). Sie lässt auch ihrerseits die wechselseitigen Beziehungen apolarer 
Flächen als fundamentale erscheinen. 

Namentlich stellt sich alsbald heraus, dass für den Rechner die beiden 
Aufgaben: 

„Alle Flächen n'" Ordnung zu bestimmen, die zu einer gegebenen 

Fläche n'” Classe apolar sind,“ und 

„Alle Ebenen zu bestimmen, die durch einen gegebenen Punkt gehen“, 
nicht wesentlich von einander verschieden sind, obgleich die letztere Aufgabe 
der Geometrie des Raumes von drei Dimensionen angehört, die erstere da- 
gegen der Geometrie des Flächensystemes von 


n+1).(n+?2).(n +3) 


Ne) = - 7 Tre 


Dimensionen. Denn wie die homogenen Coordinaten eines Punktes und 
einer durch ihn gehenden Ebene einer für sie linearen Gleiehung genügen 
müssen, so auch die homogenen Coordinaten einer Fläche xt Classe und 
einer zu ihr apolaren Fläche »ter Ordnung (4.): und zwar enthält die letztere 
Bedingungsgleichung die erstere als speciellen Fall (für » = 1). 

2. Wegen dieser beachtenswerthen Analogie scheint <s mir zweck- 
mässig, von zwei zu einander apolaren Flächen &” und F” zu sagen: Die 
Fläche n'” Ordnung F' „stützt“ oder „trägt” die Fläche m’ Classe b', wind 

*) Man vergleiche meine Arbeiten: „Erweiterung der Polarentheorie algebraischer 


Flächen,“ dieses Journal Bd. 78, S. 97—113, und „Ueber algebraische Flächen, die 
zu einander apolar sind,“ ebenda Bd. 79, S. 159— 175. 
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umgekehrt: 2” „stützt sich“ oder „ruht“ auf F’. Itm=n=1, so soll die 
Aussage: „der Punkt P' ruht auf der Ebene F' und F' trägt oder stützt 
den Punkt $'* selbstverständlich nichts Anderes bedeuten, als dass D! auf 
F' liegt und F' dureh &' geht; in dem allgemeinen Falle aber werden wir 
nur dann sagen können, dass $" auf F’ liege, wenn 6" aus m Punkten 
der F” besteht *). 

Beispielsweise können wir eine früher **) bewiesene Relation zwischen 
zwei zu einander apolaren Flächen nunmehr folgendermassen ausdrücken. 
wenn n — m ist: 

Jede Jede F’, welche eine &"” stützt. 
ruht, kann aufgefasst werden als die kann aufgefasst werden als die »te Null- 
»!° Nulltläche von unendlich vielen fläche von unendlich vielen Werth- 
Massensystemen, deren sämmtliche systemen, deren sämmtliche Werth- 
Massenpunkte auf F" ruhen (d. h. Ebenen die 2" stützen (d. h. be- 


‚„ welche auf einer F" 


liegen). rühren). 


$ 1. Coordinaten algebraischer Flächen. F”-Systeme und D”-Gewebe. 
3. Wir bezeichnen mit (&,, &:, 23, 2), «Yı, Y2» 95: Ya). (dr, de, Gy, Ay). 


homogene Coordinaten von Punkten x, y, a,..., und mit ($. &. &. 


-+ 


(is a, &, @y)r... MOMogene Coordinaten von Ebenen $, «, so dass a in 


ce liegt, wenn 
Gt + m +, +a,a, = Od 


ist. Dann repräsentiren die Gleichungen: 


{ n! Ä n! | 
(n) ni v ” ’ — { ) ni) . fa at SE 2 
N ! tot rs CC 0, = UV und N um Ü,, IB-DE.EE. =) 
G. TS. gir!s!t! 


eine Fläche z!e" Ordnung F” und eine Fläche »!er Classe &’, wenn die 


Summationen sieh auf alle absoluten Zahlen g, r, s, £ erstrecken, für 
welche q+r+s-+!=n ist. Die F” redueirt sich auf die n-fache Ebene «e, 


wenn allgemein a), = «/o,je;«, ist: doch pflegt man nach Herrn Arorholds 


") Herr Rosanes nennt in seiner Abhandlung „Ueber Systeme von Kegelschnitten* 
(Mathem. Annalen Bd. VI, S. 265) zwei’ zu einander apolare Kegelschnitte, von denen 
nämlich der eine einem Poldreieck des anderen umschrieben ist, „conjugirt.*“  Ander- 
seits wird in den „Vorlesungen über Geometrie* von Clebsch (Bd. I, S. 385) gelegent- 
lieh auf ein System von Curven »ter Classe aufmerksam gemacht, die mit einer Curve 
ner Ordnung vereinigt liegen, d.h., wie wir sagen würden, auf ihr ruhen. ich ziehe 
diesen Ausdrucksweisen die obige vor, weil sie nicht nur bequemer ist, sondern auch 
(wie es durchaus nöthig ist) die durch Punkteoordinaten gegebenen Curven oder Flächen 
von den durch Linien- oder Ebeneneoordinaten bestimmten unterscheidet. 

*#) Dieses Journal Bd. 78, S. 111 und Bd. 79, S. 164. 
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Darstellungsweise auch sonst ihre Gleichung symbolisch: 


(+; +; +0,02,” =0 oder "=0 
zu schreiben. Ebenso redueirt sich die Fläche „ter Classe &” auf den »- 
fachen Punkt a, wenn allgemein a”), = ala,aja, ist: in ihrer symbolischen 
Gleichung: 

as tm: t+m;SG+aS)"=0 oder u: =V 
sind in diesem Falle die a nicht hlosse Symbole. sondern die (!oordinaten 
des Punktes «. 

4. Wir wollen de Na) +1=t(n+1) (n+2)(n+3) Coeffieienten 

e@), oder ad; durch deren N(z») von einander unabhängige Verhältnisse 
(Quotienten) die F” resp. 2" bestimmt ist, die homogenen Coordinaten dieser 
Fläche nennen. Wenn $” auf F’ ruht. so müssen diese Flächeneoordinaten 
ce”) und a” der linearen Bedingungsgleichung: 


' 
\ »; 
N. Pr on a), — () 
qiris.t: : z 


genügen*), welche symbolisch geschrieben werden kann: 


(tm +; +0,a)”"=0 oder "=, 
und wie oben (1.) behauptet wurde, für »=1 übergeht in die frühere 
Gleichung: 

64a; +aa, =N. 


Auf eine gegebene F’ stützen sich also unendlieh viele 2’; um eine 
beliebige derselben zu bestimmen, können wir N(r) ihrer Coordinaten a” 
willkürlich annehmen und sodann die letzte Coordinate aus der linearen 
Bedingungsgleichung berechnen. Von diesen auf F” ruhenden &” redueiren 
sich doppelt unendlich viele auf »-fache Punkte x; und zwar trägt F” alle 
diese Punkte und ist ihr geometrischer Ort, weil die Bedingungsgleichung 
(m) 


# 
{ IS 
Y i 


nach den einen der beiden reciproken Sätze: 


für a), = aia;a3x, übergeht in die Gleichung der F”. Wir erhalten dem- 

Wenn eine &*, die auf einer ge- Wenn eine F”, welche eine ge- 

gebenen F” ruht, sich aufeinen einzigen „ebene D” stützt, sich auf eine einzige 

(n-fachen) Punkt redueirt, so liegt (»-fache) Ebene redueirt, so berührt 
dieser Punkt auf F". diese Ebene die &”. 

9. Wir können die homogenen F’-Coordinaten & und $’-Coordinaten 

a‘ als veränderliche Grössen auffassen und wollen sie als solehe mit &) 


*) Dieses Journal Bd. 70, 8. 165. 
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resp. x), bezeichnen. Durch die Variabeln 5” kann dann jede der N (n)- 
fach unendlich vielen F” des Raumes dargestellt werden, welche in ihrer 
(resammtheit das F"-System N (n)'” Stufe bilden; ebenso können die Variabeln 
x’ N(n)-fach unendlich viele &” darstellen, deren Gesammtheit ich das 
b’-Gewebe Nin)” Stufe”) nennen will. 

Wenn aber die Coordinaten 5" oder x" irgend einer homogenen 
Bedingungsgleichung unterworfen werden, so können sie nicht mehr jede 
beliebige F”’ resp. $’, sondern nur noch N (2)— 1-fach unendlich viele solche 
Kliichen darstellen. Und durch jede weitere homogene Bedingungsgleichung, 
welche weder eine Folge der vorhergehenden ist, noch auch eine derselben 
überflüssig macht, wird die Mannigfaltigkeit der durch die Coordinaten dar- 
stellbaren Flächen im Allgemeinen um noch eine Dimension vermindert. 
Wir können deshalb sagen: 

Alle F" oder $’, deren Coordinaten beliebigen p homogenen Bedin- 
gungsgleichungen genügen, bilden im Allgemeinen ein F'-System resp. 
b'-Gewebe von N(n)—p Dimensionen oder N(n)—p'” Stufe ”*\. 

In besonderen Fällen können diese Flächen eine Mannigfaltigkeit 
von mehr als N(»)—p Dimensionen bilden, auch wenn der Voraussetzung 
vemäss keine der p Bedingungsgleichungen aus den übrigen folgt. Es 
können ähnliche Ausnahmen eintreten, wie bei dem Satze, dass drei Flächen 
F", F’, F’ im Allgemeinen m.».p Punkte mit einander gemein haben; bei 
besonderer gegenseitiger Lage können F”, F’ und F’ sieh in allen Punkten 
einer Linie, z. B. einer Geraden, schneiden. 

6. Jede einzelne homogene Bedingungsgleichung, der die Coordinaten 
einer F’ oder &” genügen sollen, hebt gleichsam aus der Gesammtheit aller 
F" oder <&" eine Mannigfaltigkeit von N(»)— 1 Dimensionen heraus; und 
ein F"-Svstem oder &’-Gewebe N(2)—p!® Stufe besteht in der Regel aus 
den gemeinschaftlichen Flächen der p Mamnigfaltigkeiten Ni») — 1!" Stufe, 

”) Unterscheidende Benennungen für unendliche Mannigfaltigkeiten von Flächen 
„ter Ordnung einerseits und Flächen n»ter Classe anderseits sind nieht mehr zu ent- 
behren. Das Wort „Gewebe“ hat Herr Schröter zuerst im obigen Sinne benutzt; er 


nennt eine zweifach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von Curven zweiter Classe ein 
Kegelschnitt-Gewebe. 

**) Diese Stufenzahl N(»)—p wähle ich, weil die meisten Fachgenossen gewohnt 
sind, mit ». Staudt unter „Grundgebilde erster, zweiter und dritter Stufe“ Mannigfaltig- 
keiten von 1, 2 resp. 3 Dimensionen zu verstehen. Die ältere Bezeichnung Hermann 
Grassmanns (in der linealen Ausdehnungslehre, Lpz. 1844, S. 21), welcher unter „System 
rter Stufe* eine Mannigfaltigkeit von r— 1 Dimensionen versteht, lässt sich in der 
(Geometrie wohl nieht mehr durehführen ohne Verwirrung hervorzurufen. 
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welche durch p solche homogene Bedingungsgleichungen bestimmt werden. 
Wie zwei Flächen sich in einer Linie, drei im Allgemeinen in disereten 
Punkten schneiden, so durchdringen sich 2, 3, p F"-Svsteme oder &"”-Gewebe 
N(n)—1ter Stufe im Allgemeinen in einem F”-Systeme oder &$’-Gewebe 
N(n)—2ter, N(n)— ter resp. N(»)—pter Stufe. Dasselbe heisst algebraisch. 
wenn die Bedingungsgleichungen, durch welche es bestimmt ist, sämmtlieh 
algebraisch sind; es soll insbesondere ein lineares F’-System resp. «b’-Ge- 
webe genannt werden, wenn seine p von einander unabhängigen Bedingungs- 
gleichungen sämmtlich vom ersten Grade sind bezüglich der Flächeneoor- 
dinaten *). 

Ein lineares Flächensystem erster, Ein lineares Flächengewebe erster 
zweiter oder dritter Stufe wird „e- oder zweiter Stufe wird gewöhnlich 
wöhnlich Flächenbüschel, Flächen- Flächenschaar vesp. Flächen-Schaar- 
bündel vesp. Flächengebüsch genannt. schaar genannt. 

Die linearen Flächenmannigfaltigkeiten sind vergleichbar einerseits 
der Ebene und der Geraden des Raumes von drei Dimensionen, wenn man 
diese als geometrischen Ort von Punkten, anderseits dem Punkte und der 
(zeraden, wenn man diese als Träger von Ebenen betrachtet. Das ebene 
Punktsystem und die gerade Punktreihe sind lineare P'-Gewebe, der Ebenen- 
biindel und der Ebenenbüschel erster Ordnung sind lineare F'-Svsteme 
zweiter und erster Stute. 


$.2. Grad der algebraischen F”-Systeme und ”-Gewebe. 

1. Da die F"-Systeme und die $’-Gewebe einander als reelproke 
(rebilde gegenüberstehen, so können alle Sätze, welche projeetivische Eigen- 
schaften der ersteren betreffen, ohne Weiteres auf die letzteren übertragen 
werden. Die Eigenschaften der algebraischen Flächenmannigfaltigkeiten 
hängen vornehmlich vom Grade derselben ab, den wir folgendermassen definiren: 

Kin <(algebraisches) F”-System Ein (algebraisches) 2’-Gewebe 
pte Stufe heisst „vom Grade g" oder pe" Stufe heisst „vom Grade g“* oder 
„gie? Grades,“ wenn es mit einem „gter Grades,“ wenn es mit einem |i- 
linearen F”-System NA(r)—pier Stufe nearen P’-Gewebe Air) —pter Stufe 
im Allgemeinen g einzelne Flächen im Allgemeinen g einzelne Flächen 
gemein hat. gemein hat. 


*) Das Kashre F”-System pter Stufe wird von Herrn Cremona (Preliminari di una teoria 
geometrica delle superfieie, No. 42) ein „sistema lineare di genere p e d’ordine »* genannt. 
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Es gehen demnach durch p beliebige Punkte im Allgemeinen g Flächen 


sel 
eines F”-Systemes p'® Stufe gten Grades: denn alle durch p beliebige Punkte au 
sehenden F” bilden ein lineares F’-System N(»)—pte Stufe. Ausserdem qu 
ergiebt sich ohne Weiteres: Fr 
Ein F”-System pter Stufe gteu Gra- Ein #’-Gewebe pter Stufe gie 
des hat mit einem linearen F’-System Grades hat mit einem linearen &*- Gı 
N(a)—rter Stufe im Allgemeinen ein Gewebe N(»)—rte Stufe im Allge- N 
F’-System p—r'® Stufe gten Grades meinen ein $&’-Gewebe p—rter Stufe ei 
gemein, wenn p>r ist. g'en Grades gemein, wenn p>r ist. a 
8. Ist von den p Bedingungsgleichungen, durch welche ein alge- 
braisches F”-System N (»)—pter Stufe bestimmt wird, die ‘te vom Grade lie 
9; bezüglich der F"-Coordinaten, so ist das F"-System vom Grade 9,.9.93-..9,: deı 
denn 91.9:93-.-9, Werthensysteme der Coordinatenverhältnisse giebt es im ab, 
Allgemeinen, welche jenen p Bedingungsgleichungen und zugleich irgend gie 
N(n)—p linearen Gleichungen genügen. — Selbstverständlich gelten der- a 
artige Sätze nur unter den Voraussetzungen, welche der Theorie der alge- oe 
braischen Gleichungen zu Grunde liegen: alle imaginären Wurzein Fr | 
müssen berücksichtigt und #-fache Wurzeln A-mal gezählt werden. So F" 
durchdringen sich allerdings zwei F”-Systeme N(») — l!er Stufe vom Grade die 
g, und 9 im Allgemeinen in einem F”-Systeme N (») — 2ter Stufe vom Grade Sy 
9,9: doch können sie sich auch in einem F"-Systeme A (»)— 2ter Stufe vom | u 
Grade 49, 9, berühren oder zweimal durchdringen. in welchem Falle dieses St 
semeinschattliche System zweimal zu zählen ist. we 
9. Die algebraischen F’-System = und &’-Gewebe können ähnlich Su 
wie die algebraischen Flächen und Curven in mehrere andere von niedri- | 
serem Grade zerfallen. Wenn z. B. ein F"-System A(R)—p'er Stufe gie kim 
(Grades alle Flächen eines linearen F”-Svstemes gleicher Stufe enthält, so ac 
zertällt es in dieses und in ein F’-System Ni») — p!e Stufe vom Grade p—1. lin 
Das letztere kann im Allgemeinen nieht durch weniger als p-+1 Bedingungs- | F]: 
oleichungen dargestellt werden. Die Lehre von den Raumeurven oder &'- ode 
(seweben erster Stufe wirft einiges Licht auf die zahlreichen Fälle, die u; 
auf solche Art eintreten können. bil 
Die besonderen Eigenschaften eines F"-Systemes pter Stufe hängen ent 
nicht blos von dem Grade g desselben ab. sondern insbesondere auch davon, no: 


wie dieser Grad sich aus den Gleichungen des Systems ergiebt. So hat 


ein F’-System siebenter Stute vierten Grades sehr verschiedene Eigen- 
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schaften, jenachdem in ihm ein lineares und ein biquadratisches oder zwei 
quadratische F°-Systeme achter Stufe sich durchdringen, oder aber ein 
quadratisches und ein kubisches System, welche ausserdem zwei lineare 
F’-Systeme siebenter Stufe mit einander gemein haben. 

10. Ein F’-System pter Stufe gien Ein $’-Gewebe pter Stufe gie 
Grades hat mit einem F”-Systeme Grades hat mit einem #*”-Gewebe 
N(n) —iter Stufe rten Grades im All- N(n)—1ter Stufe rten Grades im All- 
gemeinen ein F’-System p—1ter Stufe gemeimen ein $’-Gewebep—1ter Stufe 
grte® Grades gemein. grien Grades gemein. 

Besteht nämlich das F’-System pter Stufe aus allen gemeinschaft- 
liehen Flächen von p algebraischen F”- Systemen N (»)—1ter Stufe, so ist 
der Satz links nur Wiederholung eines früheren (8.). Im anderen Falle 
aber beweist man ihn ähnlich wie den analogen Satz, dass eine Raumeurve 
gten Grades, welche einen selbständigen Theil der Durchdringungseurve von 
zwei algebraischen Flächen bildet, mit einer F’ im Allgemeinen g.r Punkte 
semein hat. Also man legt durch das F”-System pter Stufe gten Grades 
p Systeme N(»)—1ter Stufe so hindurch, dass letztere sich ausserdem in 
F"-Systemen pt Stufe von den Graden 9, 9, ... durchdringen, welche 
die oben behauptete Eigenschaft besitzen; dann gilt der Satz auch von dem 
Systeme g'en Grades, weil dasselbe mit den übrigen Systemen pter Stufe 
zusammen aus den gemeinschaftlichen Flächen der p Systeme N(n) —t!“ 
Stufe besteht. Dass die letzteren auf die verlangte Art angenommen 
werden können, ergiebt sich meistens sofort aus den Gleichungen des 
Systemes gten Grades. 

11. Zu den F"-Systemen niederen Grades, insbesondere zu den 
linearen, können sich die F”-Systeme pte Stufe vom Grade g sehr ver- 
schieden verhalten. Es giebt unter ihnen solche, welche unendlich viele 
lineare F’- Systeme p —1!e Stufe enthalten und den geradlinigen algebraischen 
Flächen vergleichbar sind; andere enthalten nur lineare F"-Systeme p — 2" 
oder niedrigerer Stufe, noch andere nicht einmal F"- Bündel oder F’- Büschel. 
7. B. die zweiten Polaren aller Punkte des Raumes bezüglich einer F’ 
bilden ein F’-System dritter Stufe achten Grades, welches keinen F-Büschel 
enthält. Der geometrischen Forschung eröffnet sich hier ein unbegrenztes, 
noch kaum betretenes Gebiet. 

12. Zur Erläuterung des Vorhergehenden mögen die folgenden Be- 
merkungen dienen. Alle Kugelflächen des Raumes bilden ein lineares 
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F’-System vierter Stufe; und da alle F’, welche zu einer gegebenen &’ 
apolar sind, ein lineares F’-System fünfter Stufe bilden, so muss eine der- 
selben eine Kugelfläche sein. Diejenigen Kugelflächen, welche eine ge- 
vebene rechtwinklig schneiden, bilden ein lineares F’-System dritter Stufe. 
Alle Kegelllächen zweiter Ordnung bilden, weil die Diseriminante ihrer 
Gleichung verschwindet, ein F-System achter Stufe vierten Grades, welches 
dreifach unendlich viele lineare F’- Systeme fünfter Stufe enthält; zu einem 
F'-Büschel gehören deshalb im Allgemeinen vier Kegelflächen. Alle &’, 
von denen acht Paare conjugirter Ebenen beliebig gegeben sind, bilden eine 
Flächenschaar, und vier derselben redueiren sich folglich auf Curven zweiter 
Classe; sind nur vier Paare conjugirter Ebenen gegeben, so bilden die &’ 
ein lIimneares Gewebe fünfter Stufe. Alle F?, welche eine gegebene Gerade 
oder Ebene berühren, bilden ein F°-System achter Stufe vom Grade zwei 
resp. drei, und ein F’-Büschel enthält demnach im Allgemeinen drei F’, 
die eine gegebene Ebene berühren, insbesondere auch drei Paraboloide: 
doch folgt daraus nicht, dass z. B. diejenigen F’, welche sechs gegebene 
Hbenen berühren, ein F°-System dritter Stufe vom Grade 3° bilden. Viel- 
mehr sind zu diesen F" alle Ebenenpaare des Raumes zu rechnen, welche 
für sieh allein ein speeielles F*-System sechster Stufe zehnten Grades 
bilden: und die Bedingungsgleichungen, welche ausdrücken. dass eine F’ 
vegebene Ebenen berührt, sind nicht von einander un- 


« 


vier oder mehr | 
abhängig. 

13. Diejenigen F’, von denen ein gegebenes Sechstlach ein Pol- 
sechstlach ist und deren Kerntlächen folglich dureh die zwanzig Eckpunkte 
des Sechsflaäches gehen, bilden ein lineares F’-System fünfter Stufe. Sämmt- 
liche F*, die eine &° stützen, bilden ein F*-System 33ster Stufe zehnten 
(srades; dasselbe enthält neunfach unendlich viele lineare F*-Systeme 
245te° Stufe, denn alle F*, auf welche eine gegebene D&’ sich stützt, bilden 
ein solches lineares System. Alle Punkte, deren erste Polaren bezüglich 
einer gegebenen F’ zu jenem F*-Systeme 338ter Stufe gehören, liegen tolglich 
auf einer F’, die eine Covariante der F° ist.”) — Alle F”, welche einen 
Doppelpunkt besitzen, bilden ein F’-System N(»)— 1er Stufe vom Grade 
4» —1)‘. Ein sehr specielles lineares F’-System p'e Stufe besteht aus 
allen F”, welehe dureh N(2)—p beliebig angenommene Punkte gehen. 


*) Vgl. dieses Journal, Bad. ©, 8. 175. 
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$.3. Lineare Systeme und Gewebe algebraischer Flächen. 

14. Ein lineares F’- System per Stufe ist bestimmt durch N (») —p 
von einander unabhängige, lineare, homogene Bedingungsgleiehungen zwischen 
den N(»)+1 Flächeneoordinaten 5". Dasselbe ist in allen F”-Systemen 
enthalten, welche durch die einzelnen Bedingungsgleichungen oder dureh 
irgend welche Combinationen derselben dargestellt werden. Wir können 
nun diese Gleichungen so umformen, dass sie N(»)—p der Coordinaten 
durch die p-+1 übrigen darstellen; alsdann enthält jede der Gleichungen 
noch p-+1 Coeffieienten, und es ergiebt sich: 

Ein lineares F"- System oder $"-Gewebe p” Stufe hängt im All- 
gemeinen von (N(n)—p).(p+1) willkürlichen Parametern ab: es 
giebt (N(n)—p).(p+1)-fach unendlich viele lineare F”- Systeme 
resp. P’-Gewebe p'“" Stufe. 

Mit Leichtigkeit beweist man von diesem Satze ausgehend, dass die 
ersten Polaren aller Punkte des Raumes bezüglich einer F"*' ein specielles 
lineares F”-System dritter Stufe bilden, wenn »>1 ist. Für p=1 folgt: 
Es giebt 2N(n)—2-fach unendlich viele F”-Büschel und Knotenlinien €” 
derselben, also insbesondere vierfach unendlich viele Gerade, 16-fach un- 
endlich viele Raumeurven C°* vierter Ordnung u. 8. w. 

Zwei lineare F'-Systeme p'” und gq’“ Stufe hängen von gleich viel 
willkürlichen Parametern ab, wenn p+q = N(n)—1 ist; 
denn es wird (Na)—p).(p+1)= (N(n)—g).(g+1). ZB. ein lineares F"- 
System p!® Stufe hängt ab: 
von 16, 21, 24, 25, 24, 21, 16, 9 Parametern, 
a Bee ir A 
15. Werden aus der allgemeinen Gleichung der Fläche »ter Ordnung: 
N Are Sorsı RE T, = UV 
mit Hülfe der N(»)—p Bedingungsgleichungen eines linearen F”-Systemes 
pter Stufe irgend N (n)— p der, Flächeneoordinaten $” eliminirt und die p+1 


übrigen mit A,, 4,, A, ... 4, bezeichnet, so nimmt dieselbe die Form an: 
2, Fö +1, Fi+ 1, F3+.. +4, F" = 0. 
Hierin sind die 4, willkürliche Parameter und die F” ganze homogene 
Functionen »!°2 Grades von x©,, 22, 2, @,. Die Gleichungen F} = 0 reprä- 
sentiren also p+1 Flächen »te Ordnung, und die obige Gleichung reprä- 
Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 1. 2 
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sentirt alle Flächen des linearen F”-Systemes pt® Stufe, wenn den Para- 
metern 4, nach und nach alle möglichen Werthe beigelegt werden. Also: 


Das lineare F"-System p'= Stufe wird dargestellt durch die Gleichung 
By ” z $ D . - . Br . . 

>&ıF"=(, in welcher die 4, willkürliche Parameter bezeichnen und 
() 


die Gleichungen F}=0 gewisse p+1l von einander unabhängige 
Flächen des Systemes repräsentiren. 

16. Wir können diesen Satz als eine zweite Definition des linearen 
F’-Systemes p’'” Stufe betrachten; und zwar können wir die p+1 Flächen 
des Systemes, welche für <=0, 1, 2, ...p durch die Gleichungen F?7 = 0 
dargestellt werden, ganz beliebig annehmen, wenn nur keine derselben einem 
linearen F"-Systeme angehört, das auf ähnliche Art durch die übrigen 
bestimmt ist. Während unsere erste Definition von der Gesammtheit aller 
F’ ausgeht, und durch Ausschliessung derjenigen F”, deren Coordinaten 
den N (»)—p linearen Bedingungsgleichungen nicht genügen, zu dem linearen 
F'-System pter Stufe niedersteigt, baut diese zweite Definition dasselbe F”- 
System gleichsam auf aus einzelnen F" und den durch sie bestimmten F”- 
Systemen erster, zweiter, ... p—1!® Stufe. So führen die Gleichungen 
von zwei Flächen »ter Ordnung, F}5=0 und F}=0, zu der Gleichung: 

uföi+tAFT = 0 
des F”-Büschels, welchem jene beiden Flächen angehören. Ist F3=0 die 
Gleichung einer dritten F”, die nicht in diesem Büschel liegt, so repräsentirt 
die Gleichung: 
| Fr +4, FF +2,Ft = 0 

einen F”-Bündel: u. s. w. Aus der Form dieser Gleichungen folgt ohne 
Weiteres, dass jeder Punkt, durch welchen zwei Flächen eines F”-Büschels 
vehen, auch auf allen übrigen liegt, und dass die Flächen eines F”-Bündels 
im Allgemeinen eine Gruppe von ».».» Punkten mit einander gemein 
haben. 

17. Die zweite Definition des linearen F”-Systemes pter Stufe ist ebenso 
leicht auf die erste zurückzuführen, wie diese auf jene. Wird nämlich die 
(rleichung: 

| Fi +MFI+hF3 + +2, F" = 0, 
in welcher die F” homogene Funetionen »ten Grades von &,, ©, ©, x, be- 
zeiehnen, nach Potenzen dieser Punkteoordinaten geordnet, und sodann der 


n! 


Coefficient von z/x,x,x, gleich risit So), gesetzt, so erhält man für die 
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N (n)+1 Coordinaten 5” einer beliebigen durch jene Gleichungen darstell- 
baren F” Ausdrücke, welche hinsichtlich der p+1 Parameter 2, vom ersten 
Grade sind. Durch Elimination der 3, aber ergeben sich N(»)—p lineare 
homogene Gleichungen für die &”, durch welche das lineare F”-System 
pre Stufe ebenfalls bestimmt ist. 
Aus der zweiten Definition folgt ohne Weiteres: 
Ein lineares F"-System oder P"-Gewebe p' Stufe ist völlig bestimmt, 
wenn von seinen Flächen beliebige p+1 linear unabhängige gegeben 
sind. 
Wenn den Parametern 4, oder emigen derselben solche von Null 


® ” .. y l ” Y, . . 
verschiedenen Werthe beigelegt werden können, dass 3 4,F” identisch ver- 
U 


schwindet für alle Werthe von &,. 2. &;. x,. so repräsentiren die Glei- 
chungen F’=0 Flächen, welche „linear von einander abhängen“ und zur 
Bestimmung eines linearen F”-Systemes pter Stufe nicht ausreichen (16.). 
In diesem Falle liefert die oben angedeutete Rechnung nicht N(»)—p von 
einander unabhängige lineare Gleichungen für die &”. 

18. Zwei lineare F’-Systeme pter und N(a)—pter Stufe haben im 
Allgemeinen eine F” mit einander gemein, deren Coordinaten, abgesehen 
von einem gemeinschaftlichen Factor, aus den N(») linearen Gleichungen 
der beiden Systeme berechnet werden können. Insbesondere ergiebt sich 
(vel. 7.): 

In dem linearen F"-Systeme pter In dem linearen $’-Gewebe pt® 
Stufe giebt es im Allgemeinen eine Stufe giebt es im Allgemeinen eine 
Fläche, welche durch p beliebige Fläche, welche p beliebige Ebenen 
Punkte geht. berührt. 

Noch bezeichnender für diese linearen Flächen-Mamnigfaltigkeiten 
ist der Doppelsatz: 

Ein lineares F"-System enthält Ein lineares $”-Gewebe enthält 
alle Flächenbüschel, welche durch je alle Flächenschaaren, welche durch 
zwei seiner Flächen bestimmt sind. je zwei seiner Flächen bestimmt sind. 

Wenn nämlieh die Coordinaten oe), und P%, von irgend zwei F’ 
allen linearen Bedingungsgleichungen des F”-Systemes genügen, so gilt das- 
selbe von den Coordinaten 4,«\),-+ 4,0), einer beliebigen dritten F”, welche 
mit den beiden ersteren in einem F”-Büschel liegt. Ebenso wird bewiesen, 
dass ein lineares F”-System alle F"-Bündel und F’-Gebüsche enthält, welchen 
)* 
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irgend drei resp. vier linear unabhängige von seinen Flächen angehören. 
Die reciproken Sätze sind Verallgemeinerungen des Satzes, dass eine Ebene 
alle Geraden enthält, welche durch je zwei ihrer Punkte bestimmt sind. — 
Lineare F"-Systeme, welehe mehr als eine F” mit einander gemein haben, 
durchdringen sich allemal in einem linearen F"-Systeme. 

19. Zwei lineare F”-Systeme Ater und Ze Stufe haben im Allgemeinen 
ein lineares F"-System kA+!— N (n)ter Stufe oder gar keine Flächen mit ein- 
ander gemein, je nachdem k+1!=>N(n) oder k+1!<N(n) ist; wenn sie ein 
F’-System von mehr als #+/—N(») Dimensionen oder im letzteren Falle 
auch nur eine Fläche mit einander gemein haben, so sind sie nicht von 
einander unabhängig, wie leicht einzusehen. Bilden ihre gemeinschaftlichen 
Flächen ein F’-System mter Stufe, so können die beiden Systeme durch ein 
lineares F"-System k+/— mfer Stufe verbunden werden; und zwar ist m= —1 
oder 0 zu setzen, wenn sie keine resp. eine gemeinschaftliche Fläche be- 
sitzen. Die Gleichungen der beiden Systeme können nämlich auf die Form 
gebracht werden (15., 16.): 

Ft Ft Ft kan Far tt aFi = 0 


und 


wF+wuFi +. +u, Fi + u, ntt+u@ = 0; 

dureh Addition dieser Gleichungen aber erhält man diejenige des verbin- 
denden Systemes, welches demnach durch die k+1 Flächen F’ und die /—m 
Flächen @, die sämmtlich von einander linear unabhängig sind, bestimmt 
wird. — Ebenso leicht beweist man den Satz: „Zwei lineare F”-Systeme 
hter und Zter Stufe, welche einem linearen System k-+!— m'et Stufe angehören, 
haben ein F’-System von mindestens m Dimensionen mit einander gemein“. 

20. Die Parameter von zwei linearen F”-Systemen Ater und Zter Stufe 
müssen, wenn k+/<ZN(r) ist, nieht weniger als N(z)—k—! Bedingungen 
genügen, damit die Systeme eine Fläche mit einander gemein haben, z. B. 
diejenigen von zwei F’-Büscheln sieben, von zwei F’-Bündeln fünf Bedin- 
gungen. Dieses ergiebt sich ohne Schwierigkeit aus der ersten Definition 
der linearen F”-Systeme. 

Es giebt, wenn kl ist, (k—Il).(N(n)-— k)-fach unendlich viele lineare 
F"- Systeme (oder $"-Gewebe) k'” Stufe, welche durch ein gegebenes lineares 
F"-System (resp. P"-Gewebe) l” Stufe gehen, d. h. alle Flächen desselben 
enthalten. Nämlich den N/2)—%k linearen Bedingungsgleichungen eines be- 
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liebigen dieser Systeme Ater Stufe müssen die Coordinaten aller Flächen 


genügen, die dem Systeme Zr Stufe angehören. Eliminirt man also aus 


or 
oO 


jeder dieser Gleichungen bestimmte N(z)—! der Coordinaten 5” mit Hülfe 
der Bedingungsgleichungen des Systemes Z!er Stufe, so erhält man N(»)— k 
andere Gleichungen, die für alle Werthe der übrigen /-+1 Coordinaten 
identisch erfüllt sein müssen. Dieselben zerfallen folglich in je /-+-1 Glei- 
chungen, welche bezüglich der Parameter beider Systeme (14.) vom ersten 
Grade sind, und die (k+1)(N(»)— k) Parameter des Systemes ter Stufe 
müssen demnach (/+1)(N(»)—k) Bedingungsgleichungen genügen, sodass 
nur noch (k—T)(N (n)—k) derselben willkürlich annehmbar sind. Zugleich 
ergiebt sich: Ein lineares F"-System k'” Stufe enthält, wenn k 1 ist, 
(k—T).(!+1)-fach unendlich viele lineare F’- Systeme l'” Stufe. 

7. B. ein F*-Bündel enthält zweifach und ein F"-Gebüsch vierfach 
unendlich viele F’-Büschel: durch einen gegebenen F’-Büschel gehen 
siebenfach unendlich viele F’-Bündel, und die 21 Parameter eines jeden 
derselben müssen vierzehn linearen Bedingungsgleichungen genügen. 

Ein lineares F”-System Ater Stufe kann so durch ein lineares 
F'-System {er Stute gelegt werden, dass es noch k—/ beliebig ausserhalb 


(des letzteren angenommene F” enthält (16., 19.). 


S. 4. Die linearen F”-Systeme N(n)—1'" Stufe und die Polarentheorie der Fläche 
n'"" Classe. 

21. Bei der eingehenden Untersuchung der linearen F”-Systeme 
und ’-Gewebe kann man entweder von der zweiten oder von unserer 
ersten Definition derselben ausgehen und demgemäss entweder mit den 
F"-Büscheln und #”-Schaaren oder mit den F”-Systemen und $’-Geweben 
N (n)— 1er Stufe den Anfang machen. Bisher war das Erstere üblich; wir 
ziehen das Letztere entschieden vor, und können uns dabei auf die analy- 
tische Geometrie des Raumes von drei Dimensionen berufen, welche auch 
die Theorien der Ebenen und der krummen Flächen denjenigen der Geraden 
und haumeurven vorausschickt. 

Ein lineares F”-System N(n)— 1er Stufe ist bestimmt durch eine 
lineare homogene Gleichung zwischen den F”-Coordinaten 5”. Wir schreiben 
diese Gleichung: 

! 


Y 
N: (n) 


ARE: u An) —_ f rnrı ei co PR: 
kl alris!n! AorseSore =VU, worn gq+r+stti=n 


sr ,8,t 
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ist, und die Coefficienten a” gegebene Uonstanten bezeichnen. Wird 

en = 
vesetzt, so geht diese Gleichung über in diejenige einer Fläche »ter Classe, 
D", welche die Constanten a” zu Coordinaten hat: und zu dieser &$” ist 
jede beliebige F” apolar, deren Coordinaten der obigen Gleichung genügen 
(vgl. 4.). Da ausserdem, wenn &" gegeben ist, die Coordinaten a” dieser 
Fläche abgeselien von einem gemeinschaftlichen Factor bekannt sind. so 
eilt der Satz *): 

Ein lineares F'-System von Nin)—1 Ein linearess $'-Gewebe von 
Dimensionen enthält doppelt unendlich Nin)—1 Dimensionen enthält doppelt 
viele Flächen, welche sich auf je eine unendlich viele Flächen, welche sich 
n-fache Ebene reduciren. Der geo- aufje einen n-fachen Punkt redueiren. 
metrische Ort aller dieser Ebenen ist Der geometrische Ort aller dieser Punkte 
eine Fläche n'” Classe, welche auch ist eine Fläche n’® Ordnung, welche 
auf alle übrigen Flächen des Systemes auch alle übrigen Flächen’ des Gewebes 
sich stützt, und durch welche das lineare trägt, und durch welche das lineare 
F'-System völlig bestimmt ist. P'-Gewebe völlig bestimmt ist. 

Durch diesen Doppelsatz ist die Theorie der Flächen »t*" Classe 
oder »ter Ordnung in den innigsten Zusammenhang gebracht mit derjenigen 
der linearen F”-Systeme resp. D’-Gewebe N(»)— ter Stufe, vor Allem ihre 
Polarentheorie. 

22. Die Polare einer F" bezüglich einer $” ist, wenn » >, der 
geometrische Ort einer a—A-fachen Ebene, welche mit F" zusammen eine 
zu $" apolare F” bildet””). Nun sind aber die Coordinaten S” einer F', 
welche in eine gegebene F" und irgend eine F’” zerfällt, lineare Functionen 
von den Coordinaten der letzteren: und durch Einsetzung derselben in die 
Gleichung des linearen F”-Systemes, welches (21.) von allen zu $" apolaren 
F" gebildet wird, erhält man eine lineare homogene Gleichung für die 
Coordinaten 5” der F””, Ist diese Gleichung für alle Werthe der &" 
identisch erfüllt, so ist FF apolar zu &* und stützt die 2"; im Allgemeinen 
aber tritt dieser Fall nicht ein. Wenn also F’” sich auf eine »— k-fache 
Ebene redueirt, so enthält die Gleichung die Coordinaten dieser Ebene im 


*) Für Kegelschnittsysteme hat bereits Herr Rosanes einen analogen Satz bewiesen 
2.2.0. 8. 270. 


=*) Dieses Journal Bd. 78, S. 102 und Bd. 79, S. 163. 
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Allgemeinen in der a— kte2 Dimension und repräsentirt eine 2’, nämlich 
die Polare von F* in Bezug auf &”. Besteht FF aus k Ebenen, so ist $"” 
die Polare dieser Ebenengruppe: und fallen diese % Ebenen mit einer Ebene 


} 


F' zusammen, so ist &’"" die Polare der k-fachen Ebene F', oder wie man 
gewöhnlich sich ausdrückt, „die k® Polare von F' in Bezug auf $".* 
Auf dieselbe Art können aus der Gleichung des P’-Gewebes X (n) — 11° 


n 


Stufe, welches auf eine gegebene F” sich stützt, die Gleiehungen der Po- 
laren aller Punkte, Punktgruppen und Flächen kter Classe bezüglich der 
F’ abgeleitet werden. 

23. Die Resultate der soeben angedeuteten Rechnungen finden sich 
bereits in einer früheren Arbeit*). Hier sei nur Folgendes bemerkt: Wenn 


die symbolischen Gleichungen : 
(0,4 X: 4 0303 0,04)" ==: () und (d1S; +4, 55 +1,5-+4, 6) — I) 


eine F" und eine &” repräsentiren und »>% ist, so wird die Polare der 
F' in Bezug. auf &” symbolisch durch die Gleiehung: 

(at +, +ao). (as tat ta) = —V 
dargestellt“*”). Und wenn diese Gleichung für alle Werthe der Ebenen- 
Coordinaten &, &, 5, 5, identisch erfüllt ist, so stützt sich 2” auf F'. 

24. Zu einem linearen F"-Systeme N (»)— 1ter Stufe können wir, wenn 
nk ist, auch jede F" rechnen, welche zu der das System bestimmenden 
p" apolar ist, also die ?” stützt: eine solehe F” bildet (22.) mit jeder be- 
liebigen F"” des Raumes eine F”, welche dem Systeme angehört. Die 
Coordinaten dieser F" müssen, wie auch aus dem Vorhergehenden ersicht- 
lich ist, N(»—k)+1 linearen Bedingungsgleichungen genügen, deren Coef- 


fieienten ganze Vielfache von den Coordinaten der $&” sind. Also: 


Ein lineares F”-System N (»)— ter Ein lineares $’-Gewebe N2)—1'° 

\ 5 Br... a : ie 2 n a i 
Stufe enthält, wenn 5, —< k<Zn ist, en Stufe enthält, wenn „<k<Zn ıst, em 
lineares F"-System N(A) —N(n—k)— 1er Tineares$-GewebeN A)—N(n—k)— 11er 
oder höherer Stufe. oder höherer Stufe. 


Dieses lineare F'-System ist, wie schon früher (a.a. ©. Bd. 78, 5. 109) 
nachgewiesen wurde, ein sehr specielles.. Nur dann ist es von mehr als 
N(k)—N(n—k)—1 Dimensionen, wenn das lineare F”-System ein specielles 
*) Dieses Journal Bd. 78, S. 103. 
*#) Vgl. die Formeln in diesem Journal Bd. 79, S. 166. 
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ist; derartige besondere F”-Systeme können auch Flächen enthalten, deren 


m 
Ordnung < 5 Ist. 


Beispielsweise sei erwähnt, dass das &°-Gewebe, welches auf die 
allgemeine Fläche dritter Ordnung F° sich stützt, ein lineares &’-Gewebe 
fünfter Stufe enthält. Von diesen auf F? ruhenden 2* zerfallen doppelt 
unendlich viele in Punktenpaare, welche sämmtlich auf der Kernfläche der 
F’ liegen und aus je zwei reciproken Polen bezüglich der F? bestehen. 

25. Da alle 2", welche auf eine gegebene F” sich stützen, ein Ä- 
neares P"’-Gewebe bilden, so bestimmen p beliebige unter ihnen ein lineares 
Pb"-Gewebe p— 1er Stufe, dessen sämmtliche Flächen auf F” sieh stützen. 
Nun besteht aber ein lineares F”-System N (n) —p!® Stufe aus allen F”, auf 
welchen p gegebene, linear unabhängige &” ruhen: auf jede dieser F’ 
stützen sich folglich alle Flächen des durch jene p bestimmten linearen &”- 
Gewebes p— lter Stufe. Wir können deshalb sagen: 

Ein lineares F”-System N(n)—pte' Ein lineares dr-Gewebe An) —pter 
Stufe trägt ein lineares ?"-Gewebe Stufe ruht auf einem linearen F”- 
p— 1er Stufe, Systeme p — 1!er Stufe, 

d. h. jede F” des Systemes ist apolar zu jeder 2” des Gewebes. Das &’- 
(Gewebe ist durch das F”-System bestimmt, und ebenso dieses durch jenes. 
Zu beachten ist, dass die Stufenzahlen beider die Summe N(»)—1 geben. 

26. Ein F”-Büschel z. B. trägt ein lineares &’-Gewebe N(n) — 2ter 
Stufe; letzteres enthält unendlich viele &”, welche sich auf je einen (»-fachen) 
Punkt redueiren, und der geometrische Ort dieses Punktes ist die Knoten- 
linie ©” des F”-Büschels. Ein F”-Bündel trägt ein lineares &"-Gewebe 
Na) — öter Stufe, und auf jeden Knotenpunkt des Bündels redueirt sich eine 
P" des Gewebes. Umgekehrt giebt es in einem linearen F’-Systeme sechster 
Stufe im Allgemeinen acht Flächen, die sich auf je eine einzige Ebene re- 
dueiren; diese acht Ebenen stützen (d. h. berühren) die auf dem System 
ruhende Schaarschaar von Flächen zweiter Ulasse. 


Die Polaren aller 2" des Raumes bezüglich einer F” bilden ein 


® Yl y r \ W » n _- . » . ” 
lineares F'-System Nin — k)ter Stufe. wenn 5 <—k<n Ist: auf dieses aber 


stützt sich (20.) ein lineares &’-Gewebe von NA) — Nina —k)—1 Dimensionen. 
Das letztere besteht aus allen zu F” apolaren &'; denn jede &* des Ge- 
webes bildet mit jeder beliebigen &”"" zusammen eine auf F” ruhende &*, 
weil sie auf die Polare von $””" sich stützt. Z. B. das lineare &*’-Gewebe 
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fünfter Stufe, welches (24.) auf der allgemeinen kubischen Fläche F’ ruht, 
stützt sich zugleich auf das F?-Gebüsch, welches aus den ersten Polaren 
aller Punkte des Raumes bezüglich der F? besteht. Und je zwei Punkte, 
auf welche eine &° des Gewebes sich redueirt, sind folglich einander con- 
jugirt hinsichtlich aller dieser ersten Polaren. 


$.5. Lineare Transformationen von F”-Systemen und ®”-Geweben. 

27. Den collinearen und den reciproken Transformationen des 
Raumes von drei Dimensionen stehen analoge Transformationen des F”- 
Systemes und des &"-Gewebes von N(n) Dimensionen zur Seite. Man er- 
hält dieselben, wenn man statt der F”-Coordinaten $%), durch eine lineare 
Substitution entweder andere F*-Coordinaten n/;, oder &"”-Coordinaten y/;), 
einführt. 

Wir denken uns zwei Räume AR, und R, bezogen auf zwei tetraödrische 
oder auch Cartesianische Coordinatensysteme, und bezeichnen mit 5” oder 
z”’ die homogenen Coordinaten einer beliebigen F” resp. &* von R,, 
dagegen mit 7” oder y'” diejenigen einer F* resp. &" von R,. Setzen 
wir nun jede der N(»)-+1 Üoordinaten 5" einer beliebigen linearen und 
homogenen Function der y'"” gleich, so erhalten wir eine lineare Substi- 
tution, durch welche jeder 2" von R, eine F” von R, zugewiesen wird. 
indem sich die Coordinaten der letzteren Fläche eindeutig aus denjenigen 
der ersteren berechnen lassen. Wir wollen annehmen, dass die Determinante 
der Substitution von Null verschieden ist; dann entspricht auch umgekehrt 
jeder F" von R, eine $" des haumes A,, und die inverse Substitution stellt 
die Coordinaten y” der letzteren als lineare homogene Functionen der 
Coordinaten $” von F” dar. Das F”-System N(n)ter Stufe des Raumes R, 
wird (um uns kurz auszudrücken) durch die lineare Substitution in das 
$b’-Gewebe N(n)ter Stufe von R, transformirt, und wir nennen diese Trans- 
formation eine reciproke. 

28. Da jede homogene Gleichung ge" Grades zwischen den 5” 
sich durch die lineare Substitution in eine homogene Gleichung ger Grades 
für die y'” verwandelt, so folgt ohne Weiteres: 

Durch die reciproke Transformation des F"-Systemes N(n)'” Stufe 
R, wird nicht nur jeder F” desselben eine $", sondern auch jedem 
F"-Systeme p' Stufe g'* Grades ein $"’-Gewebe p' Stufe g'" 
Grades in R, zugewiesen. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 1. 3 





18 heye, über Systeme und Gewebe von algebruischen Flächen. 


Insbesondere entspricht also jedem linearen F”-Systeme von AR, ein lineares 


<b'-Gewebe gleicher Stufe im Raume R,, und umgekehrt. 

Ein lineares F’-System N(n)—lter Stufe von R, stützt aber (21.) 
eine Fläche »ter Classe, und das ihm entsprechende &’-Gewebe N(n\—1ter 
Stufe von R, ruht auf einer Fläche „te Ordnung; und man findet leicht, 
dass die Coordinaten 7” dieser F” lineare homogene Functionen der Coor- 


n 


dinaten 2 jener P” sind, und in die x übergehen durch eine lineare 
Substitution, welche abgesehen von Binomialcoeffieienten aus der ursprüng- 


lichen durch Transposition *) entsteht. Also: 


Durch die reciproke Transformation des F"-Systemes N(n)'” Stufe 


von R, wird indirect auch jeder P" des Raumes R, eine F" von R, 
zugewiesen, und jedem $"-Gewebe von R, ein F"-System von der- 
selben Stufe und gleichem Grade in R.. 

Da eine beliebige F” zu jedem der Räume AR, und R, gerechnet 
werden kann, so entsprechen ihr also zwei &", eine in R, und eine in R,: 
dieselben sind im Allgemeinen nieht identisch. 

29. Die lineare Substitution besteht aus N(z)-+1 Gleichungen (27.). 
von denen jede N(»)-+-1 Substitutionscoefficienten enthalten kann: die Ge- 
sammtzahl ihrer willkürlichen Coeffieienten ist demnach (N (r) +1).(N (a) +1). 
Für die reeiproke Transformation sind aber nur die N(»).(N(n)+2) unab- 
hängieen Verhältnisse dieser Coeffieienten von Belang, weil es bei der Be- 
stimmung einer F’ oder &" auch nur auf die Verhältnisse und nicht auf 
die Werthe ihrer Coordinaten ankommt. Für die Verhältnisse der Sub- 
stitutions-Coeffieienten erhält man nun N(») lineare Gleichungen, wenn von 
irgend einer F” des einen Raumes die entsprechende &" des anderen ge- 
seben ist; und daraus folgt: 

Die reciproke Transformation des F"-Systemes N (n)'” Stufe ist völlig 
bestimmt, wenn man N(n)-+2 beliebigen F” desselben ebenso viele 
b" als resp. entsprechende willkürlich zuweist, doch müssen jene F” 
und diese $" so angenommen werden, dass keine N(x)-+1 derselben 
einem linearen F"-Systeme resp. $"-Gewebe N (n) —1'” Stufe angehören. 


*) Gauss gebraucht in art. 268 der „Disquisitiones arithmeticae* diesen Ausdruck 
von den Substitutionen: 
2 =an+Ppm+tYrı9 ya +%8,+e,5, 
,=0n1+P,m+7rn; und Y; =Pß, 4 +5, +5, 
1,=%N, 7 B,n,+7,n, sr 3 +78 +7 $- 
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Diese Einschränkung ist nöthig, weil sonst die Bedingungsgleichungen 
nieht ausreichen zur Bestimmun 
stitutions-Coefhieienten. 


& der N(n).(N(n)+2) Verhältnisse der Sub- 

Diese Coefficienten können z. DB. so bestimmt werden, dass beliebigen 
N(n)+2 Flächen »ter Ordnung von AR, irgend N(n)+2 (n-fache) Punkte 
von R, beziehungsweise entsprechen; doch dürfen keine N(»)-+1 dieser 
Punkte auf einer F” liegen. 

30. Den Beweis der folgenden Sätze überlassen wir dem Leser. 

Die reciproke Transformation des F’-Systemes N(z)ter Stute weist 
jedem F’-Büschel eine zu ihm projeetieische P'-Schaar zu, und kann des- 
halb eine „projeetivische“ genannt werden. Ein lineares F’-System pt 
Stufe und das ihm entsprechende lineare 2’-Gewebe können durch die 
beiden Gleichungen: 


und 

Di +hhPi+ +4, = 0 
auf solche Art dargestellt werden, dass letztere für jedes Werthensvstem 
der Parameter A zwei einander entsprechende Flächen repräsentiren. 

Es kann der Fall eintreten, dass jede beliebige F” zu der ihr ent- 
sprechenden &” apolar ist; im Allgemeinen aber bilden alle F’, welche 
die ihnen entsprechenden 2” stützen, ein quadratisches F’-System An) — 1!eı 
Stufe. Der geometrische Ort aller »-fachen Ebenen, welche die ihnen ent- 
sprechenden &" berühren, ist deshalb im Allgemeinen eine 2”, und ebenso 
ist der Ort aller »-fachen Punkte, die auf ihren entsprechenden F’ liegen, 
im Allgemeinen eine F”. 

Weist man jeder F’ des Raumes ihre Polare bezüglich einer gege- 
benen 5” als entsprechende &” zu, so ist das F’-System N (z)ter Stufe auf 
eine specielle Art reciprok transformirt. Diese Transformation führt zu 
einer durch &” bestimmten F”, welche alle auf ihren entsprechenden F 
liegenden »-fachen Punkte enthält. Die 2” und die F” stehen in einer 
sehr bemerkenswerthen Beziehung zu einander: für a=1 insbesondere sind 
sie identisch. 

Der Strahlenceomplex »ten Grades charakterisirt eine sehr specielle 
reciproke Transformation, bei welcher jeder »-fachen Ebene eine in ihr 
liegende Curve ter Classe und jedem n-fachen Punkte eine Kegelfläche 
„er Ordnung entspricht, die den Punkt zum Mittelpunkt hat. 

3” 
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31. Eine collineare Transformation des F"-Systemes N(n)ter Stufe er- 
halten wir, wenn wir die F"-Coordinaten &” durch eine lineare Substitution 
in andere F*-Coordinaten 7) überführen, und zwar nennen wir dieselbe 
deshalb collinear, weil sie nicht nur jeder F” von R, eine F" von R, zu- 
weist, sondern auch jedem linearen F”-Systeme von R, ein lineares F"-System 
gleicher Stufe von R,. Die collineare Transformation wird durch den fol- 
genden Satz, dessen Beweis auf der Hand liegt, auf die reeiproke zurück- 
geführt: 

Wenn zwei F"-Systeme R, und R, auf ein 5"-Gewebe R, reciprok 
bezogen sind, so sind sie dadurch auf einander collinear bezogen. 

Die collineare Transformation des F”-Systemes N(n)ter Stufe R, ist 
demnach völlig bestimmt, wenn N(r)-+2 beliebigen F” desselben ebenso 
viele F" von R, als resp. entsprechende willkürlich zugewiesen werden (29.); 
weshalb auch im Allgemeinen höchstens N(»)-+1 Flächen von R, mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. Die collineare Transformation ist ähnlich 
wie die reeiproke eine projectieische; jedes F"-System pter Stufe gten Grades 
geht durch sie über in ein F"-System pter Stufe gten Grades; indirecet wird 
durch sie auch jeder &" des Raumes AR, eine &* von R, zugewiesen (28.). 
Durch passende Annahme der Substitutions-Coefficienten kann man bewirken, 
dass einem linearen F"-System pter Stufe die Gesammtheit aller durch 
N(n)—p beliebige Punkte gehenden F” entspricht. 

Strassburg i. E. 23. Februar 1876. 
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Ueber unstetige Lösungen in der Variationsrechnung. 
(Von Herrn @. Erdmann.) 





Es sei die Aufgabe vorgelegt, das Integral 


V= S" play, y)de, 
dy 5 


wo y = —,, zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Dann wird 


man vermittelst der gewöhnlichen Methode der Variationsrechnung nur einen 
solehen Ausdruck für y erhalten, dessen Differentialquotient zwischen den 
angegebenen Grenzen stetig it. Wenn nun in Wirklichkeit V ein Maximum 
oder Minimum für eine solche Function y von x wird, dass die Curve, deren 
Ördinaten dieselbe darstellen, zwischen &, und & Ecken hat, so wird man 
mittelst der gewöhnlichen Methode, da in derselben der zweite Differential- 
quotient von y in Anwendung kommt, diese Lösung nicht finden. — Herr 
Todhunter hat in seiner Schrift: Researches in the ealeulus of variations, prin- 
eipally in the theory of diseontinuous solutions, London 1871, verschiedene 
derartige Fälle behandelt, ohne jedoch eine allgemeine Lösung des Problems 
zu geben, welche ich hier auseinanderzusetzen beabsichtige. 


i 


Ableitung der allgemeinen Regel. 

Es sei die Aufgabe gegeben, V zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen, mit der Bestimmung, dass die Curve, deren Abscissen = und 
deren Ordinaten y sind, zwischen &, und & rn Ecken haben solle. Die zu 
bestimmenden Abseissen dieser Eckpunkte seien &,, 2, ...xz,; demgemäss 
setze ich ,= x, und &, =z,.. Bezeichne ich y zwischen den Werthen x, 
und z,,, von x mit y,, so sind sämmtliche y, Functionen von z, deren 
Differentialquotienten stetig’ sind; und ich habe 


kn 


r 7x+1 
1) /=2r p(z, Yı, yı) dr. 
—U 
k x, 
Die Werthe, welche y, und y, für e=xz, und 2=z,,, annehmen, bezeichne 
ich mit y,, Y%, und Yu, Yu. Hierbei ist y,,,. immer gleich y,, dagegen ist 


Yı410 verschieden von Yı. — 
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Jetzt ergiebt die Variation der ee (1.) nach den bekannten 


a 


Regeln, wenn ich FIR ACE? y) mit o'(y) und - + p(z,y,y) mit g’(y') be- 


zeichne: 


Tk+1 N l f 1x 
[OV = &,) [y(y) — Fr g (y,)|de 


kn 
+3 [- yo) dyo+ yya)dyı.) 
} 0 


kn 
| +23 [-Y(0, Yıos Yu)d, TP\Tırı Ya, y)d, .ıh 
l () 


Dieser Ausdruck muss für alle Werthe, welche die in ihm enthaltenen 
Variationen der x und y annehmen können, verschwinden. Zunächst sieht 
man, dass zu diesem Zwecke der unter dem Integralzeichen stehende Aus- 
druck für jeden Werth von % verschwinden muss; es muss also für jedes 
y die Differentialgleichung bestehen 


WW L yWy) = 


Bezeichnen [dy,] und [dy,,..] die vollständigen Variationen von %,, und 
%Y;;10, das heisst, diejenigen Variationen, welche entstehen, wenn auch z,,, 
varürt. so habe ich: 
3) ya] = Iyutyıdzı.. 
und ebenso 
(4.) BE ot el 


Zu 
[(dy,] muss gleich [dy,.,.] sein: also ist 
Yu = [ya] — Yıdzı.ı. 
Oyı „u = [(dy.] —y, 1008; 1° 
Indem ich diese Werthe in (2.) einsetze und berücksichtige, dass [dy,,] eben- 
so wie d,,, vollständig willkürlich ist, ergiebt sich, dass, wenn dV ver- 
schwinden soll, folgende Gleichungen bestehen müssen: 
(5. se ls 
(6.) P\Tırı, Yııs Ya)— YaYy (Ya) > = pi, 1, Yırzıos Yızı 40 P (Yarıo) 
zu welchen für den Fall. dass die Grenzwerthe y,, 2 Yıı Br gegeben 
sind, noch die Gleichungen 
ey) =0, Plyn) = 0 
hinzukommen. 


PORN ae = ur 
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Wir haben also den Lehrsatz: Wenn & und n die Coordinaten eines 
BEE . . a D oO ’ ie u . 
Eekpunktes bezeichnen, so muss die Function g(E,n,p) für zwei ge- 

CD E f 

visse verschiedene Werthe von p denselben Werth annehmen: das Nämliche 

. . 2 ie oO .. Lo . rv 
muss bei der Function (5, »P)-P 7, p(S,n,p) für dieselben Werthe von p 
stattfinden. — 

Die Art, wie dieser Lehrsatz zur Bestimmung der betreffenden Eck- 
punkte anzuwenden ist, werde ich an einigen Beispielen zeigen. 

ll. 


Beispiele, in denen die Function g(z,y, y') nur y’ enthält. 


V= sin(y')de. 


Das Integral muss sowohl ein Maximum als auch ein Minimum haben, da 


Es sei zunächst 


es nicht grösser als &,—&, und nicht kleiner als —&,+&, werden kann. 
Die gewöhnliche Methode liefert die Lösung 

y= (ı+C, 
also die die gegebenen Endpunkte verbindende gerade Linie. Diese eine 
Lösung kann nicht genügen; wir müssen also zu der Annahme unsere Zu- 
flucht nehmen, dass y’ unstetig werden könne. Für einen Punkt, in welchem 
dies der Fall ist, missen die Funetionen 

op p\s,n,p) = €0Sp 


und 


’ 0 RR . wi 
FEmP-Pz, 9%, p) = Sinp—pcosp 


für verschiedene Werthe von p dieselben Werthe annehmen können. Be- 
zeichne ich die Werthe von p mit p, und p,, so habe ich demnach die Glei- 
chungen 

(7.) COSp, = COSp: 


(8)  sinp, —p,cosp, = SINM—PrC0S p.. 


Man sieht aus (7.), dass p, entweder gleich 2hr-+p, oder gleich 2hAn—p, 
sein muss. Im ersten Falle folgt aus (8.), dass p, und p, entweder beide 
(mr 138 


2 sein missen. 


oder beide von der Form 


(An +1); 
von der Form None 2 Ir 
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Es können nur gerade Linien sein, aus denen sich die gesuchte Curve zu- 
sammensetzt; bei diesen ist y’ constant und zwar gleich der Tangente des 
Winkels, den sie mit der x-Axe bilden. Diese Tangente muss also ent- 
weder bei jeder geraden Linie von der Form m B sein, wo » für die 


verschiedenen Linien verschiedene Werthe annimmt; oder sie muss bei jeder 
In 








Linie die Form - haben. Im ersten Falle findet ein Minimum, im 


zweiten ein he statt, denn g”(y',y’) oder —siny’ ist im ersten Falle 
durchweg positiv, im zweiten durchweg negativ, was bei Problemen, in 
denen unter dem Integralzeichen nur y’ vorkommt, die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist, dass die zweite Variation nur positive 
resp. nur negative Werthe annehmen kann. 

Wenn wir m = 2hn —p, Setzen, so folgt aus (8.) tgp =pı—hn. Aber 
die Lösungen dieser Gleichung entsprechen weder einem Maximum noch 
einem Minimum, da "(y', y') beim Uebergang von einer Geraden zur anderen 
sein Zeichen wechseln würde, indem sinp, = —sinp, wäre.*) 





Wir gehen jetzt zu folgendem Problem über: 


9) V= SW ay’+by”+cy')de. 
&, 
Ich setze hier 
d ö r ’ 
10) 957 P) =Ap+3ap+2bp+e=N, 


rn 


11) 9&nM-P 4,9% np) = —3p'-2ap'—bp' = M. 


Es sind M und N so zu bestimmen, dass die Gleichungen (10.) und (11.) 
zwei Wurzeln mit einander gemein haben. Um diese algebraische Rech- 


nung möglichst einfach auszuführen, substituire ich p —=u—;danng sehen 

*) Hr. Todhunter behandelt im ersten Capitel des genannten Werkes solche Fälle, in 
denen g(z,y,y’) nur y' enthält. Dass jedoch sein Resultat, nach welchem die ver- 
schiedenen geraden Linien den Wurzeln der Gleichung g’(p) = 0 entsprechen müssen, 
nicht richtig ist, geht schon aus folgender Betrachtung hervor. Wenn 


F y(z, y, y') dx und P, af: lp(z, y, y)+y'Jdx 


gesetzt wird, so sind bei gegebenen Grenzwerthen von y die Aufgaben, V und V, zu 
einem Maximum oder Minimum zu machen, identisch, da V und V, sich nur um eine 
constante Differenz unterscheiden. Nach der Todhunterschen Methode würde jedoch 
das eine Problem auf die Gleichung g'(p) = 0 und das andere auf p’(p)-+1 = 0 führen. 
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die Gleichungen (10.) und (11.) über in 


(12.) dAe-+ (2 - = )a = $ 


| a 3a’ ab 
€ + 3 -( ” areT ) sie f | r 
(13) 3 -aw"+(b— 5 Jura Ju = ua, 


wo ua und v von «a freie Ausdrücke bezeichnen. Setze ich 


(14.) b_2e — M 


S ’ 


so lassen sich die Gleichungen (12.) und (13.) schreiben: 


(15.) Au+2au=v, 
(16) 3et-aW+awW—tacu = u—Lar. 


Es ergiebt sich aus den Gleichungen (15.) und (16.): 


(11.) —2awW+3ru = Au, 
IV“ 
a 


\ 5) { 12 ı V 


a 
Gleichung (18.) kann für zwei verschiedene Werthe von « nur dann statt- 
finden, wenn 
(19) 2’ +9r’— Sau = (0, 
20.) ar+1l2urvr = (0. 
Aus den Gleichungen (19.), (20.) und (17.) ergeben sich folgende drei 


Werthsysteme für «u, » und u: 


FE — 


a & 

u= —, v=(0) u=+V-—-—: 

Ä f 2/73 
er u + n 
u=m ——, v=]} —— — = u 
12 27 r] 6 
a” /— Ba? ei. © 
U=—-., v=— —, u=—V-— 
12 | 27 } 6 


Nur das erste dieser Werthsysteme giebt zwei verschiedene Werthe für « 
kann also hier allein in Betracht kommen. Wir haben demnach 


4 


u= +4y3a— Sb, 
und 
21) > =1 \-a+y3a?— 8b). 
Sind die Endpunkte der gesuchten Curve gegeben, so besteht dieselbe, 
analog dem ersten Beispiel, entweder aus der die Punkte verbindenden 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIL. Heft 1. 4 
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geraden Linie, oder aus mehreren geraden Linien, die mit der x-Axe 
Winkel bilden, deren Tangenten abwechselnd gleich —+{a—y3a’—8b} und 
— 4 fa-+y3a’— 8b} sind. 

Das Problem hat stets mindestens ein Minimum. Nun ist in unserem 
Beispiele 

yy,y) = 12y"+6ay'+ 2b. 
Ist 
3a —S<d, 
so ist g”(y', y') stets positiv. Die die Endpunkte verbindende gerade Linie 
viebt also ein Minimum. In eben diesem Falle wird die rechte Seite der 
(Gleichung (21.) imaginär; es giebt somit kein anderes, unstetiges Minimum. 
Ist dagegen 
3a — Sb >0, 

so wird es von der Lage der Endpunkte gegen einander abhängen, ob 
p'(y,y) positiv oder negativ ist. Bezeichne ich den Winkel, welchen die 
Verbindungslinie der Endpunkte mit der x-Axe bildet, mit 7, so wird p”(y', y') 
negativ sein, falls Z4y zwischen — 7! j3a— y3a’—8b| und — „Is 3a+] 3a’— 8b} 
liegt. In diesem Falle würde also ein Maximum stattfinden. Da es nun 
ein Minimum jedenfalls auch geben muss, so kann dasselbe nur durch 
Zusammensetzung mehrerer gerader Linien von den oben berechneten Rich- 
tungen erhalten werden. 


Ill. 


jeispiel, in welchem (x, y, y') ausser y'’ auch z und y enthält. 

Ein drittes Beispiel ist folgendes. Es sei eine Rotationsoberfläche 

vegeben mit der Gleichung 
(22) » = (a’+y’)”. 

Zwischen zwei gegebenen Punkten der zy-Ebene werde eine Curve ge- 
zogen. Diese Curve bewege sich in senkrechter Richtung zur zy-Ebene: 
es soll das Stück der von ihr beschriebenen Cylinderfläche, welches von 
der 2y-Ebene und der Fläche (22.) begrenzt wird, ein Minimum werden. — 

Es ist in unserem Falle 


war Wa Fe+p’ (1+y”)’de. 


. 
-.\ 
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Dies führt auf die Gleichung 
’ m(y— zu‘) y 
(24.) Y UE — J — 
z —- 1 u Y . 


Die Gleichung lässt sich direet integriren, und die resultirende Differential- 
gleichung erster Ordnung ergiebt nach nochmaliger Integration und Ein- 
führung von Polarcoordinaten 


(25.) rt (acos(m+1)pg+sinim+1l)g) = c"*, 


wo «@ und e die Integrationsconstanten sind. 
Die Gleichung (23.) zeigt, dass in unserem Falle 


/ ta x = I )) > >» ] p A 
a A DB on 2 1 „2\2 1, | N: i 
p\s,N, P)-Pp op Y5,9n,p) = \srtN) | 1 p 1 55: | 


| 6 r “ . 
Die Funetion 677 p($,n,p) kann für zwei verschiedene Werthe von p 
In P\55 N: 


denselben Werth nur dann annehmen, wenn £=0 und 7=0, in welchem 
Falle jede der beiden Funetionen für alle beliebigen Werthe von p den- 
selben Werth Null annimmt. Nur der Coordinatenanfangspunkt kann somit 
ein Eckpunkt werden. Wenn dieser Punkt in der Curve (25.) liegen soll, 
muss die Constante e verschwinden. In diesem Falle sind es m+1 dureh 
den Anfangspunkt gehende gerade Linien, die der Gleiehung (25.) genügen. 
Ich werde also zunächst den einen gegebenen Endpunkt mit dem Anfangs- 
punkt verbinden; da sieh in diesem Punkte die Constante «@ ändern darf. 
so kann ich als Fortsetzung der Curve die Verbindung des Anfangspunktes 
mit dem zweiten gegebenen Endpunkt betrachten. 

Für den Fall m=1, in welehem die Gleichung (22.) die eines 
geraden Kegels wird, geht Gleichung (25.) über in die Gleichung einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfangspunkt ist. 
Wenn nun der Winkel, den,die von den Endpunkten nach dem Coordinaten- 
anfangspunkt gezogenen Linien bilden, ein stumpfer ist, so giebt es keine 
Hyperbel der angegebenen Art, in deren einem Zweige die gegebenen 
Punkte liegen. Gleichwohl muss auch in diesem Falle em Minimum 


existiren; dasselbe kann also nur entstehen, wenn man die Endpunkte mit 
dem Coordinatenanfangspunkt verbindet. — 


4* 
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IV. 

Ueber Unstetigkeiten, die durch Bedingungen hervorgerufen werden. 

Wir betrachten jetzt. folgende Frage. In dem Integral 


Vv u p(x,y,y')dx 


<o 


werde statt y eine Function von x und z gesetzt, die ich mit f(x, z) be- 


zeichne. Es fragt sich: In welchem Verhältniss steht zu der Aufgabe, V 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, die Aufgabe, z so zu be- 
stimmen, dass das Integral 


WE / " o[x, f(e, 2), f'(@) +3'f’(2)]dx 


zu einem Maximum oder Minimum wird. 
Die letztere Aufgabe führt auf die Differentialgleichung 


N/ 7 l ! IN 
(ae W-7r WW) = 


wo für y zu setzen ist f(@,2). Hieraus folgt, dass Werthe von y, die V 
zu einem Maximum oder Mimimum machen, auch einem Maximum oder 


Minimum von W entsprechen, wenn die Werthe, die sich aus ihnen ver- 
möge der Gleichung y = f(r, z) für 3 ergeben, durchweg reell sind. Ausser- 
dem aber würde die aufgestellte Differentialgleichung auch durch die Glei- 
chung f(z2)=0 erfüllt werden. Diese Gleichung kann zu unstetigen Lö- 
sungen verwandt werden. — 

Für einen Eckpunkt müssen nach den hier entwickelten Regeln die 
Ausdrücke 

(26.) f(3)p(y’) und plz, y,y)—s’f(3)yp' (y), 
wenn für y gesetzt wird f(z,z) und darauf für x und z die Coordinaten 
des Eekpunktes eingesetzt werden, für zwei verschiedene Werthe von z 
dieselben Werthe annehmen können. Dieser Bedingung wird zunächst 
durch discontinuirliche Lösungen genügt, welche denen entsprechen, die V 
zu einem Maximum oder Minimum machen. Ausserdem aber nehmen die 
Ausdrücke (26.) stets dieselben Werthe an, wenn f’(z)=0 und 3’ nieht x 
ist. — Es ist 
y = f(2)+3f' (2), 


und da unter den gemachten Voraussetzungen 3’ f’(z) verschwindet, so würde 


zu der Bedingungsgleichung 


f(&) = 0 
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noch folgende hinzutreten 


38). feay=yg. 
Ein Stück der Curve f’(z)—=0 kann als der eine von dem Eekpunkt aus- 
sehende Curvenzweig betrachtet werden. Der. andere Zweig müsste dann 
der Gleichung 
FW yN) =t 
dx 
genügen. — 

Aber auch wenn 3 = x und z’f’(z) eine endliche Grösse ist, kann 
ein Eekpunkt vorhanden sein, wenn der zweite Ausdruck (26.) für zwei 
verschiedene Werthe von 3’f’(z) denselben Werth annimmt. — 

Auf die eben betrachtete Weise lässt sich folgende Aufgabe lösen: 
Es soll V zu einem Maximum semacht werden, wenn ein gewisses Gebiet 
abgegrenzt ist, in das die gesuchte Curve nieht kommen darf. 

Ich setze y=f(z,z), wo die Function f(z,2) so zu bestimmen ist, 
dass, wenn der Punkt z,y ausserhalb des abgegrenzten Gebietes oder auch 
auf der Grenzeurve liegt, sich ein reeller Werth von 3 finden lässt, für den 
die Function den Werth y annimmt; liegt =,y aber innerhalb des abge- 
erenzten Gebietes, so darf dies durch einen reellen Werth von z nicht er- 
reicht werden können. 

Jetzt kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, das Maximum oder 
Minimum von W zu finden. Die Curve mit der Gleichung f'(z) = 0 wird 
hier, wenn man für z seinen Ausdruck in x und y einsetzt, eben jene Grenz- 
eurve. Dies geht daraus hervor, dass die Function f(z,3) für Werthe von 
x und z, die denjenigen Werthen von z und y entsprechen, die Coordinaten 
der Grenzeurve sind, ein Maximum oder ein Minimum in Bezug auf z haben 
muss, da sie, wenn z sich unendlich wenig ändert, entweder nur abnehmen 
oder nur zunehmen kann. Es muss also f’(z) verschwinden. Wir sehen 
somit, dass ein Theil der discontimuirlichen Lösung von einem Stück der 
Grenzeurve gebildet werden kann. An einem Punkte, in welchem diese 
mit einer anderen Curve zusammenstösst, muss für letztere die Gleichung 
(28.) gelten. Wir haben aber auch für die Grenzeurve 

y=-f()+:f(2)=f'(e). 
Daraus folgt, dass die beiden Curven sich berühren müssen. 

Es ist aber noch eine diseontinuirliche Lösung anderer Art möglich, 
bei welcher auch die Eekpunkte in die Grenzeurve fallen, wenn nämlich 
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der zweite der Ausdrücke (26.) für zwei verschiedene Werthe von z’f’(z) 
denselben Werth annehmen kann. 





Von den beiden zusammenstossenden 
Curven kann die eine die Grenzeurve sein und die andere der Gleichung 
N = t 

genügen. Sie können aber auch beide von der letzteren Art sein. — 

Herr Todhunter behandelt hauptsächlich Probleme, bei denen die Unste- 
tigkeit durch Bedingungen herbeigeführt wird. Nach der von mir angedeuteten 
Methode dürften sich diese Probleme zum Theil einfacher lösen lassen. Ich 
will nur ein Beispiel anführen. 





























Es soll zwischen zwei Punkten eine Linie derartig gezogen werden, 
dass der durch Rotation derselben um die y-Axe entstehende Körper bei 
einer in der Richtung der y-Axe fortschreitenden Bewegung in einem Fluidum 
den geringsten Widerstand erleidet. 

Wir haben für diesen Fall 

; s: zde 

"= 
Sind 4, und y,, die den Endpunkten zugehörigen Ordinaten, so kann als 
Bedingung angesehen werden, dass y stets zwischen y. und y,, liegen muss, 
da sonst kein Rotationskörper zu Stande kommen würde. Die Grenzlinien 
wären somit die durch die Endpunkte gehenden mit der z-Axe parallelen Linien. 

Das Problem führt auf die Gleichung 


2 PR... i a 
(29.) A-+ y'’) 


Ich werde hier nur untersuchen, ob eine zum Theil von den Grenz- 
linien gebildete discontinuirliche Lösung möglich ist. 

Soll eine durch (29.) dargestellte Curve eine Grenzlinie berühren, 
so muss y' =(0 werden, was unmöglich ist. Wir können daher eine un- 
stetige Lösung nur erhalten, wenn der zweite Ausdruck (26.) für die beiden 
Curvenzweige denselben Werth annimmt. Da z in unserem Falle nur von 
y abhängig ist, so ist 3’f’(z) =y’ und der betreffende Ausdruck geht über in 

z(1+3y') — M. 
A+ry) 

Für die Grenzlinie wird y„ =0 und M=x; denselben Werth kann 
M nur für y = +1 erhalten; es muss also die Curve die Grenzlinie in einem 
Winkel von 45° schneiden. 

Berlin, den 15. November 1875. 
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Ueber die Brechung eines Lichtstrahls durch ein 
Linsensystem. 


(Von Herrn H. Zincken gen. Sommer in Braunschweig.) 


Die Verfolgung eines Lichtstrahls auf seinem Wege durch ein 
System von Linsengläsern mit gemeinschaftlicher Axe hat viele Unter- 
suchungen veranlasst, aber zu wenig übersichtlichen Ergebnissen „eführt. 
sobald die sogenannte sphärische Abweichung und die Dieken und Ent- 
fernungen der Linsen in Rechnung gezogen wurden. Die genaue Berück- 
sichtigung der letzteren Werthe unbeschadet der Eleganz der Resultate, hat 
erst Gauss durch seine Begriffsbestimmung der Brennweiten und Haupt- 
punkte erreicht, und Herr Listing hat durch Einführung der Kreuzungspunkte 
die Untersuchung auf den Fall ausgedehnt, in welchem das erste und letzte 
Medium von einander verschieden sind. Beide zogen aber nur Strahlen in 
jetracht, deren Neigung gegen die Axe verschwindend klein, und schon 
die Berücksichtigung der sphärischen Abweichung erster Ordnung, wie ich 
sie in meinen „Untersuchungen über die Dioptrik der Linsensysteme“ unter- 
nommen, hat zu einer nicht unbeträchtlichen Complieation der Formeln 
geführt. 

Es scheint mir nun bemerkenswerth zu sein, dass sich die Abhän- 
siekeit des gebrochenen Strahls vom einfallenden ohne jedwede Vernach- 
lässigung und zwar durch sehr einfache Gesetze darstellen lässt, wenn man 
die Gauss’schen Definitionen derart erweitert, dass jedem Strahle je nach 
seiner Lage besondere Brennweiten, sowie auch besondere Brenn-, Haupt- 
und Kreuzungspunkte zugetheilt werden: Nach Ermittelung dieser Bestim- 
mungsstücke, welche übrigens von den Gauss’schen nur um Werthe zweiter 
Ordnung abweichen, kann der Weg des Strahles ohne Weiteres genau an- 
gegeben werden. Nachdem ich schon in den Monatsberichten der Könige]. 
Preussischen Akademie der Wissenschaften (Februar 1876) die wichtigsten 
Gesetze synthetisch begründet, beabsichtige ich an dieser Stelle dieselben 
analytisch zu entwickeln und ihre nächsten Consequenzen darzulegen. 


Sommer, über Lichtbrechung durch ein Linsensystem. 


Brechung an einer Fläche. 

Wird ein Lichtstrahl an irgend einer Fläche gebrochen, so liegen 
der einfallende, der gebrochene Strahl und das Einfallsloth in einer Ebene; 
es lässt sich daher ein Dreieck construiren, dessen Seiten zu den Richtungen 
dieser drei Graden parallel sind und sich verhalten wie siny:singp:sin(p —ıy), 
wenn g den Winkel des einfallenden und w den des gebrochenen Strahls 
— beide in der Fortpflanzungsrichtung des Lichts genommen — mit der 
dem zweiten Medium zugewendeten Normalen der brechenden Fläche be- 
zeichnet. Sind nun $,7,{ die Cosinus der Winkel, welche der einfallende 
Strahl mit den Axen irgend eines rechtwinkligen Coordinatensystems bildet, 
und haben 4, u, v und «a, P, y dieselbe Bedeutung für den gebrochenen 
Strahl, resp. für das Einfallsloth, so ergeben sich durch Projeetion der 
Seiten jenes Dreiecks auf die Coordinatenaxen die Gleichungen: 

Ssiny—isinpg+esin(p—w) = (0, 
0, 
Ssiny—rsing+ysing—v) =. 


sinv—using+Psin(p— w) 


\ 


Sind m und » die absoluten Brechungsindices des Lichtstrahls in den 
durch die brechende Fläche getrennten Medien, so verhalten sich dem 
Brechungsgesetze gemäss 

sinw:sinp:sin(pg—w) = mın:(ncosw— mcosg), 


so dass die eben entwickelte Gruppe von Gleichungen auch durch 


ms—nı+ (ncosw—mcosp)a = (, 
(1.) mn —nu+ (ncosw—mcosy)P = (0, 
| mo—nv-+-(ncosw—mcosp)y = 0 


ersetzt werden kann. Der Werth (» cos y—mcosg) ist bei der Untersuchung 
der Brechung von grosser Bedeutung: er tritt als die zum Einfallslothe 
parallele Verbindungslinie der Endpunkte auf, wenn vom Einfallspunkte aus 
auf den Strahlen m und » aufgetragen werden, und ist für verschwindend 
kleine Einfallswinkel gleich 2— m. 


Brechung durch eine Linse. 
Für die Brechung an der ersten Fläche sollen die bisherigen Be- 
zeichnungen, für die abermalige Brechung dieselben Buchstaben accentuirt, 


jedoch in umgekehrter Folge verwendet werden; es kommen demnach dem 
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Sommer, über Lichtbrechung durch ein Linsensystem. 


durch die Linse gebrochenen Strahle der Brechungsindex m,. die Axencosinus 
&, 71, &ı und der Winkel g, mit der Flächennormale zu, während der Strahl 
vor der zweiten Brechung die frühern Axencosinus 4, «, v hat, aber mit 
dem zweiten Einfallslothe den Winkel w, einschliesst. Da nun die Brechung 
an der zweiten Fläche durch die Gleichungen 


m, Ss —nA+(ncosy, —m,Cosy,)a, = U, 
mn, —nu+(ncosw, —m,cosgp,)P, =. 
m, —nv+(ncosw —m,cosw,)y, = 0 


bestimmt wird, so ergiebt sich: 


m Si —mSs-+(ncosw, — m, COSY,) a, — (RNCOSW— MCOSY) 0. = U). 
mn, mn + (neosw, —m, COS p,) 1 — (ncosw— mcosp)/ =WU, 
m, —mS + (ncosw —m, 08 p,)Yı— (ncosy —mecosp)y =. 


Es mögen nun r und r, als Radien der brechenden Kugelllächen 
und zwar dann mit positivem Vorzeichen angenommen werden, wenn die 
betreffende Fläche nach aussen eonvex ist; bezeichnen r und r, gleichzeitig 
die Mittelpunkte der Kugelflächen, so soll die Entfernung rr, derselben 
gleich p, die Länge des innerhalb der Linse verlaufenden Strahles, also 
die Entfernung der Einfallspunkte gleich n.d gesetzt werden. Wenn nun 
die Grössen f, fi. T,1,1,.6, 6, durch die Gleichungen 

Eu 
| f er 7 A Tas r, 
1 1 1 d 


1 
. — —_. — 


e) 17 >. ff 
Iimfa:f, etarf, 
es Ti, oTer 


NnCOSW— MCOSY 1 nCOSW, — mı COS, 


bestimmt werden, so ist m.T die erste, m,.] die zweite Brennweite der Linse 
für den Strahl; werden von den Mittelpunkten r und r, auf der die Axe 
bildenden Graden rr, den bezüglichen Flächen abgewendet die Strecken i 
und i, abgetragen, so gelangt man zu den Kreuzungspunkten der Linse für 
den Strahl. welehe selbst durch ı und 1, bezeichnet werden sollen: diese 
seien auch die Anfangspunkte zweier recehtwinkligen, für den einfallenden, 
resp. den gebrochenen Strahl bestimmten Coordinatensysteme; die Coordi- 
natenaxen sollen in der Riehtung übereinstimmen, die Axen der in der Fort- 
pflanzungsrichtung des Strahls wachsenden Abseissen mögen mit der Axe vr, 
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der Linse zusammenfallen. Trägt man die Strecken m.e und m,.e, auf dem 
einfallenden, resp. dem gebrochenen Strahle vom Einfallspunkte aus nach 
innen auf, so ergeben sich die Hauptpunkte der Strahlen, welche e und e, 
genannt und deren Coordinaten durch =’, y’, 2’ resp. x), yı. 5, bezeichnet 
werden sollen. Werden endlich auf dem einfallenden resp. dem gebrochenen 
Strahle von dem Hauptpunkte aus die Strecken m.f und m,.f nach aussen 
abgetragen, so gelangt man zu den Brennpunkten der Strahlen, und diese 
mögen f und f, heissen. Die nachfolgenden Betrachtungen erleiden übrigens 
keine Aenderung, wenn statt der Kugelflächen irgend welche brechenden 
Flächen vorausgesetzt werden, und r und r, beliebige Punkte auf der innern 
Seite der Einfallslothe bedeuten. 


Als Coordinaten der Einfallspunkte ergeben sich nun 


we —et.mis= —ra—1, 
y'—e.mn = —rP, 
2 —e.mö = —ry, 
sowie 
n+e.m5 = trat, 
yıtt-mım = +r,ßı, 
31 +%.mSı = +19; 


und andererseits lässt die Projeetion der Einfallspunkte auf die Richtungen 
der Coordinatenaxen ersehen. dass 


d.n} == r@a-+r,0,7P; 
d.nu = rß+rPı. 
d.nv = ry-+r} 


Werden nun diese letzteren Gleichungen mit (f:f,), dann mit (—f:f) multi- 
plieirt und zu der ersten, resp. der zweiten Gruppe der vorgehenden Glei- 
chungen addirt, so ergiebt sich: 


— f[(n cos, — m, CO8p,) 1, — (nCosw-— mcosgy)e] = x). 
= f[(n cosw, — m, 608 9,), — (ncosw—mecosgy)P] = yı. 


() 


= T[(n cos w,— m, E08 Y,)Yı — (ncosw— mecosy)y] = 3;. 


oder 


ö 
? Knaı 
(3.) 'y=T[mn—m, wer 
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Die Lage eines Hauptpunktes zum zugehörigen Kreuzungspunkte 
ist hiernach vor und nach der Brechung genau dieselbe, und die Figur 
eii,e, ein Parallelogramm. Die Ebene desselben soll Hauptebene, die 
parallelen Verbindungslinien der zugehörigen Haupt- und Kreuzungspunkte 
sollen Hauptlinien heissen: für die übereinstimmende Entfernung der Haupt- 
und Kreuzungspunkte 


ed, ti, = —ipd:ff, =pd:(f+fi—-d) 
hat bereits Herr Listing den Namen Interstitium eingeführt. 
Die Gleichungen (3.) führen unmittelbar zu folgenden Ergebnissen: 
Wird die durch die Linse bewirkte Ablenkung des Strahls. also der 
Winkel zwischen den Fortschrittsriehtungen des einfallenden und des 


u“ 


a5 
— 
! 


brochenen Strahls durch < bezeichnet, so. erhalten die Hauptlinien die 


Länge 
ei=ıh,h= TV FE(mi—m &)”=TM, 
wenn 
M = Y(m’—2mm, €0sz-+ m, 


vesetzt wird. Die Axencosinus der von den Haupt- nach den Kreuzungs- 
punkten gerichteten Hauptlinien werden 
(m, 5, —mS5):M, (mm —mr):M, (mS,—m£):M, 
und die Winkel, welche die Hauptlinien mit den Strahlen bilden, sind dureh 
ihre Cosinus 
(m,cosz—m):M, (m —m«c0osz):M, 
und ihre Sinus 
m,sinz:M, msinz:M 


bestimmt. 

Wird auf der Hauptebene ein Loth in dem der Lage der Z-Axe 
zur XY-Ebene entsprechenden Sinne errichtet, so sind seine Axenecosinus 
ki £: a - mL r Do a eu. 2. Willen. | 

Ylm,n, mn) + (ms —mg) Y(m,n, -mn) + (m, &, —m{) 
und für die Cosinus der Winkel, welche dieses Loth mit dem einfallenden. 
resp. dem gebrochenen Strahle bildet, ergeben sich daher die Werthe 


“ 


N, N,s n,—n,5 


m, 


- . m 
yim,n -mn) +(\m 5, —mg)' Y(m,n, — mn)’ -+-(m, &, — m{£)' 


- ln 
9) 
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Leet man dureh den ein- resp. den austretenden Strahl und den zugehörigen 
Kreuzungspunkt Ebenen, so erhalten die Axeneosinus der darauf errichteten 
Lothe die gemeinschaftlichen Werthe 
ne nen 
+sın% Tank +sinz 
Die von den Kreuzungspunkten auf die zugehörigen Strahlen gefällten Lothe 
haben die Längen m, fsinz und mfsinz. 

Ks gelten hiernach folgende Gesetze: 

Die durch den einfallenden Strahl und den ersten Kreuzungspunkt, resp. 
durch den gebrochenen Strahl und den zweiten Kreuzungspunkt gelegten Ebenen 
sind parallel, und deswegen gleich geneigt zur Hauptebene; sie enthalten die 
Richtungen des einfallenden, des gebrochenen Strahles und der Hauptlinien. 

Die Entfernungen des einfallenden und des durch die Linse gebrochenen 
Strahles von den zugehörigen Kreuzungspunkten, ebenso die Sinus der Winkel, 
welche jene Strahlen mit den Hauptlinien, resp. der Hauptebene bilden, ver- 
halten sich wie m,:m, d. h. wie die Brechungsindices der Medien hinter und 
vor der Linse. Diese Sinus und ebenso die erwähnten Entfernungen werden 
daher unter einander gleich, wenn die Linse beiderseits von demselben Medium 
umgeben ist. 

Schon hierauf gestützt würde man leicht eine Construction des ge- 
brochenen Strahles angeben können, wenn der einfallende Strahl und die 
zugehörigen Brennweiten und Kreuzungspunkte gegeben wären. Noch ein- 
tacher vestaltet sich diese Construction durch die Betrachtung der Brenn- 
punkte. Die Coordinaten von j werden 


- 


ce —T.mS, y—T.mrn, =2—T.m/L, 


oder 


- P E 


— T.m, -T.mın. -T.mü, 


Ir 


die von f, aber werden 


zz +7. mıS, Yıtl-mın, Z2+1-mS, 


oder 


m m is 


N u ı £& h 
T.ms, T.mn, +-T,m.. 


Ks zeigt sich also, dass die Richtung von fi die des gebrochenen Strahles, 
die Riehtung von i,f, die des eintretenden Strahles ist, sowie dass die Längen 
dieser Linien mit der zweiten, resp. der ersten Brennweite übereinstimmen. 
Die Construction kann demnach folgendermassen geschehen. Der Brenn- 
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=] 


punkt f des eintretenden Strahles ist durch seine Entfernung m,f vom ersten 
Kreuzungspunkte bestimmt, der Brennpunkt 7, des gebrochenen Strahles wird 
durch Auftragen von mf auf der durch den zweiten Kreuzungspunkt zum 
eintretenden Strahle gezogenen Parallelen ermittelt. Durch diesen Punkt. 
parallel zu fi ist der gebrochene Strahl zu legen. Insofern für f zwei ver- 
schiedene Punkte und demgemäss zwei verschiedene Lagen des gebrochenen 
Strahles sich ergeben, ist ersichtlich, dass zwei verschiedene brechende Linsen 
zu den gegebenen Brennweiten und Kreuzungspunkten gehören, von welehen 
die eine um einen spitzen Winkel, die andere um den stumpfen Neben- 
winkel den gegebenen Strahl ablenkt. Die letztere Möglichkeit, welche 
nur bei ausserordentlich grossen Einfallswinkeln eintreten könnte, ist in 
Wirklichkeit ausser Acht zu lassen. Wohl aber ist das Vorzeichen der 
brennweite zu beachten; da nämlich die Entfernung des einfallenden Strahles 
vom ersten Kreuzungspunkte gleich mfsinz, so ist für negative Brennweiten 
der Ablenkungswinkel 2 negativ, welcher Umstand bei der Bestimmung 
des Punktes f von Einfluss ist. 

Der Vergleichung halber sei daran erinnert, dass Gauss, der nur den 
Fall der ersten Annäherung in Betracht zog, als geometrischen Ort für die 
Punkte f und f, die von ihm eingeführten Fokalebenen fand und darauf 
seine Construction des gebrochenen Strahles gründete, während die genaue 
Construction dafür Kugelllächen, mit m,f und mf aus i und i, beschrieben, 
liefern würde, wenn nicht, da die Brennweiten und Kreuzungspunkte von 
der Lage des Strahles abhängig, die Mittelpunkte und Radien dieser Kugel- 
flächen selbst veränderlich wären. Abgesehen vom besonderen Falle, in 
welchem f=®, wird nur derjenige Strahl keine Richtungsänderung er- 
fahren, der dureh seinen Kreuzungspunkt hindurehgeht: der Sinus der Ab- 
lenkung wächst mit der Entfernung des Strahles vom Kreuzungspunkte und 
erreicht seinen Maximalwerth, wenn diese Entfernung „leich m; f ist: Strahlen 
in noch grösserer Entfernung werden überhaupt nicht dureh die Linse ge- 
brochen. 

Die von Herrn Listing für den speciellen Fall von der Axe nur wenig 
abweichender Strahlen eingeführten „aceessorischen Punkte“ können ebenfalls 
in der vorliegenden allgemeinen Untersuchung nachgewiesen und zur Con- 
struetion des gebrochenen Strahles benutzt werden: trägt man nämlich auf 
dem eintretenden und dem gebrochenen Strahle von ihren Hauptpunkten 


- 


aus nach aussen die Strecken eg = 2mf, resp. 9, = 2m,f ab, so ergeben 
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sich für den Punkt g die Coordinaten 


succt 
x’ —2imf, y’—2imn, z2’—2fml 
oder 
mitm, S), -Imn-+mn),. —tmi+mS), 
während die Coordinaten des Punktes 9, 
2 +2imS, Yır2zimm. 23+27mC&. BE, 
oder zu e@ 
+fms+tmS), +lmn+mın). +f(ml+m,S,) 
werden. Die von den Kreuzungspunkten nach den accessorischen Punkten 
g und g, geführten Geraden erhalten daher die übereinstimmende Länge 
iVm’ 2mm,cos2z-+m? und entgegengesetzte Richtung; die Verwendung der und 
Lage dieser Punkte zur Construetion des gebrochenen Strahles bedarf keiner 
weiteren Auseinandersetzung. Bezeichnen wir den im Unendliehen liegenden 
Punkt eines Strahles durch o resp. o,, so zeigt es sich, dass dieser unend- 
lich entfernte Punkt stets vom Brennpunkte harmonisch getrennt ist dureh u 
den Haupt- und den accessorischen Punkt, und noch bemerkenswerther ist, u. 
dass die Geraden, welche 0,g,f und e von ı aus, und diejenigen, welche 
fı. 9, 0, und e, von 1, aus projieiren, untereinander parallel sind. 
Auch auf dem Wege der Rechnung lässt sich die Lage des aus- 
tretenden Strahles bestimmen. Wird in beliebiger Entfernung mf von e nach 
aussen hin ein Punkt f auf dem einfallenden Strahle angenommen, dessen 
Coordinaten z,y,3 sein mögen, und haben £,, z,, Yı, 2, dieselbe Bedeutung in, 
für irgend einen Punkt des gebrochenen Strahles, so ergeben sich unmittel- re 
bar die Gleichungen Gle 
| "=c+fm5i=f(m5—mSs)=m-h.mS =t, 
(4.) y=y+fmn= (mn —-mn)=y-th.mn = Yı. Sin, 
| #=-3+fml=f(miö-mL) = 3; —h.m {= 2. Bil 
Ks wird. demnach wie 
Zr = [-mft— (m, 6082 —m)f]+mjsin’zf, nur 
4 Zr = —me—(m,c0sz— m)f, 
ae Sr = [mfi— (m, —mcosz)} + m’sin’zf’, 
22 = mt — (m, — m cosz)f, oe 
sarı 


und die Bestimmung der Richtung des gebrochenen Strahles kann durch dia 
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suecessive Anwendung der Gleichungen 


Er = [32°— (228): mit, 
&, = 8082 — (2 - SZri):mT, 
(6.) 
rg” nd. THE ‘ 
7, = 20082 —(y—-nzzS):mT, 
ı = 50082 —(3—CZ2r5):mıT 


erfolgen. Um die Coordinaten eines beliebigen Punktes f, dieses Strahles 
zu erhalten, können die aus (4.) sich ergebenden Gleichungen 


z:f+m& = (mö-mä)f:f. 
y:ıf+t-mn = (mn—m,n)t:f. 
z:f+ml = (mö—mü)t:f 
und 
2.,:h—m& = (mi—mä)T:. 
yıYhh-mn = (mm —-mn)t:h, 
2. —-mC = (mi—mü)T:t 


benutzt werden. deren Addition 


© x Be | . Jo 

|; le Bla ( ae msn st, 

m rl. & 1 IN\ R 
((.) = — — nn — m, . 
Br: f, f e )/ m, dNı)T 

’B ! 5 1 N | = “. \£ 
Bar ( rer )(m&—m, &,)| 


liefert. Erwähnenswerth ist auch die mit Benutzung von (5.) sich ergebende 
Gleichung 


x?  . I 1 1 
(8.) tn = ( u ) 


T T \ 2 Bi 2ı£ 
r E 97 n ( — )M _ mitm? |i 


Sf, { 


Sind z, y, 3 die Coordinaten eines Object-, x, Yı. 3, die des zugehöriren 
Bildpunktes, so ist m, Ak, abhängig von m%k in einer Weise, die zu ent- 


wickeln ich mir für eine andere Geleeenheit vorbehalten muss: es sei hier 


ur 


nur darauf hingedeutet, dass dann 


mit dem Gliede der sogenannten sphärischen Abweichung aufs engste zu- 
sammenhängt und bei kleinen Einfallswinkeln ebenfalls klein wird, sowie 
dass die Beurtheilung der Aehnlichkeit von Bild und Objeet, wobei die 
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Kreuzungspunkte die Rolle der Aehnliehkeitspunkte spielen, auf die vor- 
stehenden Gleichungen zurückgeführt werden kann. 

Beispielsweise möge ein Strahl untersucht werden, welcher vor und 
folglich auch nach der Breehung die Axe schneidet. Werden £ und £, als 
die Schnittpunkte angenommen, so ist y=0, 3=0, y,=0, z3=(0 und also 
den Gleichungen (7.) zufolge 


ee 
u iu Zn 
re 
E77 
, T . . . r 
Istetwaf= x» unddemnach em, so ergiebt sich m,.t, = m,.T, 2, = m.T; 


der Brennpunkt des austretenden Strahles liegt daher auf der Axe, und zwar 
um die erste Brennweite vom zweiten Kreuzungspunkte entfernt. Die Ver- 
schiebung, welche dieser Schnittpunkt für verschiedene parallel zur Axe ein- 
fallende Strahlen erleidet, ist also zu beurtheilen nach der damit zusammen- 
hängenden Verschiebung von 1, und der Veränderung, welche die Brenn- 
weite erleidet. 

Schneidet der einfallende Strahl die Axe in einem eigentlichen Punkte, 
so ergiebt sich aus den allgemeinen Gleichungen (6.) 


eu 


zvV1— &:m, = fsinz = z/1—&:m, 


In 


ı = Scosz— Vl—Fsinz, 
und da demgemäss 
(1-5)-211—-Sy1—-FHeosz+(1—) = sin’z, 


so sind die Schnittpunktsentfernungen durch die Gleichung 


u 1 1 : Br‘ 
a er Nm) eos . Pr en )) 


verbunden. 

Die Bestimmung der Lage eines Strahles nach der Brechung durch 
die Linse lässt sich, wie im Vorstehenden dargelegt, auf die Kenntniss 
seiner Brennweiten und Kreuzungspunkte zurückführen. Für verschwindend 
kleine Einfallswinkel stimmt die hier gegebene Definition dieser Bestimmungs- 
stücke mit der frühern überein, und dieser Umstand ist für die erste An- 
näherung von Wichtigkeit. Für die genaue Berechnung derselben lässt sich 
ein Anhalt gewinnen durch die Projection des zwischen den Einfallspunkten 





verla 


und. 


Wer 
addıı 


(1 


der 

fi n 
drir 
mäs 


(12. 


mit 
erh 


02 5‘ 
o 5& 
m wi 
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verlaufenden Strahles auf die Coordinatenaxen. diese liefert 


d.nk = e.m5+emSı —pdi:ffı. 


d.nu = e.mn+e,m,n,, 
d.nv = e.mö-+e,m,{,, 
und demnach 
nk _ m 3 1 m, FU pP 
' f f, iR 
u nu mn, mn 
9.) —-- +1 
(I n f f 
nv mo , mö, 
ee 
\ f f; f 


Werden diese Gleichungen mit 5, 7, {, dann mit &,, 7, &, multiplieirt und 
addirt, so ergiebt sich 


| ncos(p—y) m 1 m, 608% p& 
2 ae 
(10.) | 
j" COS (pP, — W,) _ mcosx | m, _PS,, 
\ j f, 3 


Die Addition der quadrirten Gleichungen (9.) aber lässt ersehen, dass 


a ee ton) 


Es ist bemerkenswerth, dass diese Gleichungen von dem innerhalb 
der Linse liegenden Stücke des Strahles unabhängig sind; für die in f und 
fı noch enthaltenen Einfallswinkel p und 9, ergeben sich, wenn die qua- 
drirten Gleichungen (10.) einzeln von (11.) subtrahirt werden, als zweck- 
mässiger gestaltete Gleichungen: 


19 (nfsin(P— w))' = (r sin p)' = (m, fsinz)’—2 m, fi(&,— Fcosz) +12), 
(» fı sin (pı — y,))' = (sing) = (mfsinz)’—2mfi,(S—Scos2)+ (1-81), 
mit Hülfe welcher die Berechnung allmählich bis zu beliebiger Genauigkeit 
erhoben werden kann. 


Brechung durch eine Combination zweier Linsen mit gemeinsehaftlicher Axe. 
Die Bezeichnung der auf die einzelnen Linsen und die dort ver- 
laufenden Strahlen bezüglichen Grössen soll in derselben Weise wie bisher 
geschehen, mit der Modification jedoch, dass der Index (,) für die zweite 
Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 1. 6 
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Linse reservirt bleibe und die den einander zugekehrten Linsenflächen, so- 
wie dem dazwischen verlaufenden Strahle zugehörigen Werthe durch einen 
Stern () ausgezeichnet werden; es seien also z.B. vr, r, r,, r, die Radien 
der aufeinander folgenden Flächen, m,», m, n,, m, die Brechungsindices des 
Liichtstrahles in den auf einander folgenden Medien; es mögen auch die Ab- 
lenkungswinkel für die einzelnen Linsen durch 2 und #,, der Gesammtab- 
lenkungswinkel aber durch < bezeichnet werden. Ist nun m d die Länge 
des zwischen den Linsen verlaufenden Strahles, von Hauptpunkt zu Haupt- 
punkt gerechnet, p aber die Entfernung der inneren Kreuzungspunkte, also 


md—=ee, undp=11, und ist ferner 


1 I 1 d 
Dr 
s=%p:h, Y=%p:f, 
E=-%0:5, &=Fd:f, 


so soll m’ die erste, m,‘5 die zweite Brennweite der Doppellinse für den 
Strahl heissen; in den Entfernungen I und 9, von dem ersten und letzten 
Kreuzungspunkte der einzelnen Linsen, und zwar nach innen sollen die 
Kreuzungspunkte der Doppellinse für den Strahl angenommen, durch I und 
Sı bezeichnet und als Anfangspunkte zweier rechtwinkligen, für den ein- 
fallenden, resp. den gebrochenen Strahl bestimmten Coordinatensysteme ver- 
wendet werden; die Richtungen der Coordinatenaxen sollen mit einander 
und mit den für die einzelnen Linsen anzunehmenden Coordinatenrichtungen 
iibereinstimmen. Trägt man auf dem einfallenden, resp. dem gebrochenen 
Strahle von den Hauptpunkten e und e, aus die Strecken m&, resp. m, &, 
nach innen ab, so gelangt man zu den Hauptpunkten der Doppellinse für 
den Strahl, welehe E und &, genannt und deren Coordinaten dureh X", Y», Z°, 
resp. Aı, Yı, Zı bezeichnet werden sollen; endlich gelangt man zu den 
Brennpunkten 5 und 5, des einfallenden, resp. des gebrochenen Strahles, 
wenn auf diesen Strahlen von & und &, aus die Strecken m’5, resp. m, 
nach aussen abgetragen werden. 
Als Coordinaten von e und e, erhält man nun 


X-E.m5= a —- N, 
0) 0 
Y'—E.mn = y", 
Z’-E.m{ = 3 


I 








und 
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und 


A,+&.mS = 8 I; 


Yı+&.mn = yı. 
Z+6&.m& = 2, 


ausserdem lässt die Projeetion von € und e, auf die Ooordinatenaxen er- 
sehen, dass 


Ey Fan () BE 
d.mi= ni -a Hr, 
dm = yı-y" 
d.ml = 31—?. 


Werden diese Gleichungen mit %:f,, dann mit —%:T multiplieirt und zu 

der ersten, resp. der zweiten Gruppe der vorhergehenden Gleichungen addirt, 
so ergiebt sich durch Vergleichung der Resultate, dass 

XXI = 20%: 74h etmi—md), 

(13.) Y=-yı=ya:ltyd: 

Z= 4 =3%:+233:h= (mim). 


Auch für die Doppellinse ist daher die Lage eines Haupt- zum zugehörigen 


T, — S(mn —m,ın,), 


Kreuzungspunkte genau dieselbe vor und nach der Breehung:; die Figur 
EIYE, wird ein Parallelogramm, dessen Ebene Hauptebene heissen soll. 
und dessen Seiten die Längen 


E66, — I, — 1 B= ul FpDd s 19 


IE=-YE, = FVEMS— m, S) = 51V (m’— 2mm, 6082 -+ m‘) 
erhalten; als Axencosinus dieser letzteren Linien, welehe wieder Hauptlinien 
genannt werden sollen, ergeben sich: 

(m &— m, &,) : V(m’— 2mm, 6082 --m}), ete. 
Es wiederholen sich überhaupt, nachdem die Gleichungen (13.) der Form 
nach mit den Gleichungen (3.) identisch geworden sind, die an letztere ge- 
knüpften Folgerungen Schritt für Schritt, so dass auch für die Construetion 
und Berechnung der Lage des durch die Doppellinse gebrochenen Strahles 
die früheren Gesetze, deren wiederholte Anführung überflüssig sein dürfte, 
sich ergeben. Der Weg des Lichtstrahles hängt somit nur von den für ihn 
geltenden Brennweiten und Kreuzungspunkten der Doppellinse ab. Während 
bei verschwindend kleinen Einfallswinkeln die Gauss’schen Definitionen dafür 

6* 
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in Kraft treten, liefert die Projection des zwischen e' und e; verlaufenden 
Strahles auf die Richtungen der Coordinatenaxen 

d.mSs = E.m5+&.m Ss —Hpd: ff. 

d.,mn = &.mn+&,.m,n, 


d.mü = E.ml+6,.m{ı, 
und demnach 


mi me m m, £&, p 
Tellhie ge Yo ea 
S IF I ar 

mn mn mn, 

— tan, 

B) F T 
mc m{ m, Sc, 
B) h: j 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, wenn sie entsprechend, wie früher die 
Gleichungen (9.), behandelt werden, 


mcosx m 4 m,cosx p£ 
S , e m 
m'c08%, __ mCOSX PL. $8 
b)} f, Ar 
m \” m m, fm& m, &, ) 
(3 (5 )+2 . cos yo den B When. 5 e Has -), 
\f T 
(m fsinz’) — a Fsinz)' Ka 3 (&— $cosz) + fe 
(m f,sinz,) = (m%%5 sin 2)’ — 2m 8, (5 — 5,6082) + (1 $). 


Die Formeln für die Brechung durch eine Combination zweier Linsen 
haben durchweg dieselbe Gestalt wie für eine einzelne Linse erhalten. 
Wird daher eine Doppellinse mit einer andern, oder auch mit einer ein- 
fachen Linse eombinirt, so gehen abermals Formeln von der nämlichen Ge- 
stalt hervor, und demzufolge gelten die entwickelten Gesetze ganz allgemein 
für irgend welche Systeme von Linsen mit gemeinschaftlicher Axe. 

Braunschweig, April 1876. 
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Ueber einen von Abel aufgestellten die algebraischen 
Functionen betreffenden Lehrsatz. 


(Von Herrn L. Stickelberger in Zürich.) 


h. Abels „preeis d’une theorie des fonetions elliptiques“ findet sich 
der Beweis eines allgemeinen Satzes über die Form derjenigen Integral- 
funetionen algebraischer Differentialausdrücke, welche durch algebraische 
und logarithmische Functionen dargestellt werden können ®). Ein speeieller 
Fall dieses Satzes ist der folgende, welcher unter Anwendung der von Abel 
benutzten Hülfsmittel von Herrn Lioweille in seinem „Il. memoire sur la 
«letermination des integrales dont la valeur est algebrique* **) bewiesen 
worden ist: 

bezeichnet z eine algebraische Function der unabhängig veränderlichen 
Grösse x, und ist die Integralfunction y:  / 2dx ebenfalls eine algebraische 
Function von x, so kann die letztere Function y durch das Argument x und 
die algebraische Function z von x rational ausgedrückt werden: 
oder mit anderen Worten: 

Jede algebraische Function y eines Argumentes x lässt sich durch das 

dy 


Argument x und die in Bezug auf x genommene Ableitung „= rational 
« 5 


ausdrücken” * 

In dieser Fassung ist der Satz leicht zu begründen. Denn wenn 
Fix, y) = V die irreduetible Gleichung ist, welcher y genügt, und F,, F, die 
partiellen Ableitungen von F nach x und y bedeuten, so hat man nur nach- 
zuweisen, dass die beiden Gleichungen 

F(x, Yy) 2 v, F\( L, Y +3zF, \ I, Yy) 


*) Dieses Journal Band IV, p. 264; Oeuvres I, pag. 354. 

*#) M&moires des savans etrangers Vol. V, p. 140 — 142. 

###) Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des bekannten allgemeineren, dass sich 
die n-deutige algebraische Function y von x rational durch x und eine beliebige ratio- 
nale Function z von ©, y ausdrücken lässt, wenn z, als Function von x betrachtet, 
ebenfalls n-deutig ist. Dieser allgemeine "Satz ist indessen in dem nachfolgenden 
jeweise nicht vorausgesetzt, sondern es sind diejenigen Betrachtungen, durch welche 

dy 


derselbe erwiesen wird, direet auf den speciellen Fall angewandt, wo 3 — n ist. 
£ UL 
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nicht mehr als eine Wurzel y mit einander gemein haben, oder, da F;(z, y) 


nicht gleich Null sein kann, dass für verschiedene Wurzeln y der Gleichung 


® s e dı e e di‘ 
F(z,y)=0 auch die Ableitungen z- verschieden sind. Dies ist aber offen- 


bar der Fall, da sonst eine Wurzel y sich nur durch eine Constante e von 
einer anderen unterscheiden und folglich die Gleichung F(z,y)=0 eine 
Wurzel mit F(z,y+ec)=0 gemein haben würde, was der Voraussetzung 
der Irreduetibilität von F(x, y) = 0 widerspricht. 

Die Gleichung F(z,y) =0 definirt nicht allein y als algebraische 
Funetion von x, sondern auch x als algebraische Funetion von y. In 
Folge des eben bewiesenen Satzes ist diese Function x rational ausdrück- 
bar durch das Argument y und die in Beziehung auf y genommene Ab- 


ö dx 1 s: E ü Eee oF_ OF 
leitung —- = — von x. Da überdies z durch die Gleichung -——+2;,. = 0 
> dy 3 or oy 


bestimmt ist, so erhellt die Richtigkeit des Satzes: 


m ’ an 
Ist y eine algebraische Function der Veränderlichen x und z = = die 
b UT 


nach x genommene Ableitung derselben, so besteht zwischen je zweien der 
Veränderlichen x, y, z eine algebraische Gleichung, und durch irgend zwei 
dieser Veränderlichen lässt sich die dritte rational ausdrücken. 

Wenn insbesondere y eine rationale Function von x ist, so erhält 
man als speciellen Fall des obigen Satzes: 


Das Argument x einer rationalen Function y von x ist durch die Func- 


dı A | 
tion y und deren in Bezug auf x genommene Ableitung 7 - rational ausdrückbar. 


Zürich. im Juli 1875. 
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Zum Hauptaxenproblem der Flächen zweiten Grades. 


(Von Herrn Geiser in Zürich.) 


| )as zuerst von Herrn Kummer gelöste und seither vielfach behandelte 
Problem: „Die Disceriminante der kubischen Gleichung, von welcher die Haupt- 
axen einer Fläche zweiten Grades abhängen, in eine Summe von Quadraten 
zu zerlegen,‘ ist bis jetzt mit wesentlich algebraischen Hülfsmitteln erledigt 
worden. Es ist aber auch möglich, die Frage von einer mehr geometrischen 
Seite aus anzufassen und einer wenigstens prinzipiellen Beantwortung ent- 
gegenzuführen, wenn auch zur vollkommenen Lösung derselben schliesslich 
analytische Entwiekelungen angewendet werden müssen. Ohne also den An- 
spruch zu machen, neue Resultate zu liefern, wird vielleicht die nachfolgende 
Notiz doch einiges Interesse erwecken durch den Wege, auf welchem das 
bekannte Endziel erreicht wird. 


I. 
Der Tangentialkegel, welcher vom Punkte x, y, z aus dem Ellipsoid *) 
a <> 
a b c 


umschrieben werden kann, genügt in seinen laufenden Coordinaten &, n, £ 
der Gleichung 
(mE u 5. sc 1 (x’ ‚4 A 2 ww-  ; E I 
(1.) 12 r2 oe —1( uud 2 ie a 7 te 2 2 1 | 7 u. VW. 
a’ h‘ C la b C 7 h C 
Werden rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt, so hängen die Hauptaxen 


desselben von der kubischen Gleichung ab: 


d,,—4. (dl; d;, 
(2.) Un dn—h 43: a. — -A 14 B,+6 ==), 
dA; ds; U; — /. 


wo zur Abkürzung folgende Bezeichnungen eingeführt sind: 


BEUTE N y2 
4. = — — In nd — R On = ————. 

\ u. ie * ee I; 2. b’e’ 

3 a AEE. L\ a u 
5) d» = — - tr -—1/. = —[. 
Ka Pie a’ " c’a’ 

1 (2° y” } cy 
0, = —— -+-_—], =—;: 

” 0 u, . a’ b’ 


*), Wir brauchen die Bezeichnung Ellipsoid, obschon die nachfolgenden Formeln 
und Schlüsse ihre Gültigkeit für beliebige reelle Werthe von a’, b’, c’ behalten. 
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’ 1 . E 
PER I b’--e' 7° ! ( Ce ] a ?ı(gf (} 2 = —(I 2.2 zur ?h? | Ken +, 
— 9119 9 ) T IL 1 . ) IS w/ C ca a I = 91909 
\ PETE = r Yy Y -- + | a b’e? ) 
wur, y z Ed nn u ne Zn EE 
(4) B=— »t+-+—--\k !EH+n+2z— (a+b’+e) = — 
= 5 a a Ze, Audi Ze EN a'b*e* ’ 
. 1 a y° z” e E 
| ) _— 5) 3 9 2 - = 2 7 5) 1] — . ® 
et m c” a”b’c®’ 


Die Gleichung (1.) stellt dann einen Rotationskegel dar, wenn die 
kubische Gleichung (2.) eine Doppelwurzel hat. d. h. wenn deren Diseriminante 
IE+AB —-6HAC+2B’ 3E? 
6B+2W 


verschwindet *). 


("2 E”? 
IE BTER 27 Be 


IEH+AB| abet 


Es ergiebt sich also zunächst der Satz: 


4E\E,+4E;—18E,E,E,—27E; 


+4\ 


Der Ort aller derjenigen Punkte, von denen aus einem Ellipsoid Ro- 
tationskegel umschrieben werden können, besteht aus dem doppelt gelegten 
Ellipsoide selbst und aus einer Fläche achten Grades, deren Gleichur 
der obigen Bezeichnung lautet 

6) R=EE—-4EE,+4E}—1SE,E,E,—27TE; =. 


nach 


18 


II. 

Soll ein dem Ellipsoid umschriebener Kegel zugleich Rotationskegel 
sein, so muss er den unendlich entfernten imaginären Kreis des Raumes 
berühren, seine Spitze muss sich also auf einer gemeinschaftlichen Tan- 
sentialebene dieses ausgezeichneten Kegelschnittes und des Ellipsoides be- 
finden und zwar auf der Verbindungsgeraden der beiden Berührungspunkte. 
Sieht man von dem doppelt gelegten Ellipsoide ab, welches sich auch bei 
dieser Methode einstellt, so liefert demnach die Geometrie als Ort der 
Spitzen umschriebener Rotationskegel die gemeinschaftliche Developpable 
des Ellipsoides und des unendlich entfernten imaginären Kreises. Diese ist 
vom achten Grade und mit der Fläche F,=0 identisch, so dass wir sofort 
Die De- 
veloppable gehört dem (Gesammtsystem von Flächen zweiten Grades an, 


die Eigenschaften der ersteren auf die letztere übertragen können. 


welches mit dem Ellipsoide eonfocal ist, die Grössen a’, b’, ec’ treten also 
nur in den Verbindungen 


au (b-c=o, e—-a=ß, 


wobei @a+P+y = 0 ist, 


*) Vergl. hierüber einen Aufsatz des Verfassers: „Ueber die Fresnelsche Wellen- 
fläche“ in den Verhandlungen der schweiz. naturf. Gesellschaft in Frauenfeld, Jahres- 
bericht 1871, pag. 178. 
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in den Ausdruck für F, ein. Man weiss ferner, dass die Hauptebenen des 
Ellipsoides so wie die unendlieh entfernte Ebene des Raumes mit der Deve- 


loppabeln jeweilen einen doppelt gelegten Kegelschnitt und vier Gerade 


ge- 
mein haben; unter Anwendung dieser Bemerkung ergiebt sich als Gleichung 
des Sc hnittes von F; 
mitE, :(@°+9y°+2°) (0 ON v2 -2Pyy3°- _2yaz’z 20) 0, 

2) jmit der YZ-Ehene:(-y' ve=Pr) (y*Y+2’+2y°2° anne 
Fan 2 . :(-y23 +0.2°-Y0) (2 ee AN. 

A * > (-a8° +Py-ap) (a* y’+22’y’-2yr° 2yy’+7 +0: 
da F, nur gerade Potenzen von z, y, z enthält, so ist es Äurch diese vier 
Gleichungen vollständig bestimmt, mit Ausnahme des Coefficienten von 
z’y’z', den man auf direectem Wege findet als 


(3.) C3% — 2P az \Y—- ÜU)\IA — P\. 


Ill. 

Als nothwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung für die 
Realität des Rotationskegels tritt die doppelte Berührung mit dem unendlich 
entfernten imaginären Kreise ein. Die Spitze befindet sich dann auf einem 
der Focalkegelschnitte des Ellipsoides, welche bekanntlich Doppeleurven 
von F, sind. Diese Focalkegelschnitte treten als einzige reelle Theile der 
Developpabeln auf, und es wird sich also die Gleichung der Fläche durch 
reelle Werthe von z, y, z nur dann erfüllen lassen, wenn eines der Glei- 
chungspaare 
-Py+yz2—Py=V0: 

(1.) y=0, yzstar—ya=0: 
| z=0 -ar+Py—aoßp=V, 
gleichzeitig zutriftt. [Zwei derselben stellen reelle Kegelschnitte dar, während 
ein drittes nur durch imaginäre Werthe der Coordinaten befriedigt wird.) 
Es muss sich demnach F; als eine Summe von Quadraten darstellen lassen, 
von denen jedes einzelne verschwindet, wenn irgend eines der drei Glei- 
chungspaare (1.) gilt. Die Grössen, deren Quadratsumme unter den an- 
gegebenen Bedingungen gleich Null sein soll, sind [insofern man von all- 
fälligen Factoren x, y, z absieht] Functionen von höchstens dem zweiten Grade 
in x’, y’, 2° so wie von «, ß, y und lassen sich in verschiedene Formen 
eintheilen. 
Als Grössen von der Form Q bezeichnen wir solehe, die keinen der 


m 
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Factoren x, y, z enthalten. Was diejenigen Grössen anbetrifft, welche einen 
dieser Factoren enthalten, so erkennt man leicht, dass dieselben immer noch 
mindestens einen zweiten besitzen; wir bezeichnen diejenigen, welche durch 
y3, z@, xzy, aber nicht durch z.y.z theilbar sind, mit 2. Die übrig- 
bleibenden, durch xyz theilbaren nennen wir M, wenn sie noch weiter 
x, y, 3 enthalten, und wir nennen sie M’, wenn dies nicht der Fall ist. 


IV. 
Eine Grösse Q, die jedesmal verschwindet, wenn eines der Glei- 
chungspaare III, (1.) erfüllt ist, hat bis auf einen Zahlenfaetor den Werth 


2.2 


1) Q= atıPy+yzs+ay’s +P3’cH+ya’y+ald-y)a’+Ply-a)y’+y(a-P)s’-apy, 
wie man unter Benutzung der Methode findet, welche dazu dient, die Glei- 
chung eines Hyperboloides aus dreien seiner Erzeugenden aufzustellen, die 
der nämlichen Schaar angehören, während man zur Reduction zugleich die 
relation II, (1.) anwendet. Es können also alle Q in ein einziges zusammen- 
gezogen werden, dessen Zahlencoefficient dann der positiven Einheit gleich 
wird. 

Die Grössen Z erscheinen unter den Formen: 
(2.) Auy3ja„ae-Ay'+y3-Py|, sr on +Pay’-y3°-z0|, Azay\-ar+By+y23—aß}, 
die Grössen M unter den Formen: 

(3) Une y2, Uxty'z, U.rcyz 
und endlich die Grössen M' unter der Form: 
(4) w.ayz2. 
Hierbei sind die A Zahlencoefficienten, die &,, >, 73, 4, 4, 4, lineare ho- 
mogene Funetionen der @, ?, y; da die «” vom dritten Grade in @, P, y 
sein müssten, so folgt, dass Quadrate von der Form M’ nicht vorkommen 
werden. 
V. 

Um jetzt eine Zerlegung von F; in eine Summe von Quadraten wirk- 
lich auszuführen, wollen wir die Voraussetzung machen, die sich durch den 
Erfolg rechtfertigen wird, es sei dies möglich, wenn von den drei Formen L 


. * 


und den drei Formen M jede nur einmal berücksichtigt werde. Es ist dann 


| F, = Q’+ [A ys(aa®—Py+ySs—Py)+(ueyz) 
(1.) + [2 32(a +Ay’—y3°—ye)’-+(mey’z) 
| + [AZay(— an +Py+ys ap) +(lwey 3°)”. 
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Da die Glieder höchsten Grades in der Entwickelung rechter Hand 
mit der linken Seite der ersten der Gleichungen II, (2.) übereinstimmen 
müssen, so findet man zunächst durch Vergleichung der Coefficienten von 
y’z*, z’r*, aty* 

8al=4um2, 
und indem man die Glieder mit «’y’z’, z’y*’z’, x’y’z* benutzt: 
2 +29 +2, = 4 +8ar, —Saytui 
— 8a, +4 +8Pyp + 
Say—Bhytiytus, 
welche Gleichungen erfüllt werden, wenn man setzt: 


B—y zZ & a—P Y Eu ‘ ) - 139 ) - ) 
=, B,= I ı=755 m= le, »=15P, w=1öy‘. 


Man überzeugt sich leicht, dass bei Annahme dieser Werthe die beiden 
Seiten der obigen Gleichung (1.) identisch werden, d. h., dass F, sich als 


\ 


- 


die Summe von sieben Quadraten darstellen lässt: 
(2) R= 0’+1+1+12+15M+15M?:+15M?, 
O0 durch IV, (1.) bestimmt ist, während die Z und M sich ergeben als 


) 


= 98 B-Na—2Py+273°—2ßy; M,=axyz 
(3.) L,=s2j2a28°+(y-a)y —2ys—2yal; M,=fPxy’z 


L.=zy' 202 +2Py + a—P)2’—2aß': M.=yzxyz'. 
VL 


Eine zweite Zerlegung findet man, indem man jede der Formen 7, 
zweimal, jede der Formen M einmal zulässt, also he es sei 


» 


F; = O’+[ 1, 1y2 (au1@-Py’+ys-Py) + Anyz(aae’-Py’+y3’-Py)] +uayz) 
(1.) +] A,,22 (a8°+ Pr y°-73° ya) + [Aa22(er% Bay 78 ya hie Hey 3) 
+ A, 2y(-ar+Py +Y2 aD) + Aaeyl- Py+y32-aP)T+(uaey 2)". 


Die durch Coefficientenvergleichung sich EEE Relationen 
Anti mh +4, Aut =4 
werden am einfachsten erfüllt, wenn die 4° alle einander gleichgesetzt werden. 


Die Gleichungen zur Bestimmung der «&,, fr, 7, « sind dann 


20 +2P°+2y — 2a + an) +4 (Pat Pr) — Lo Yatya)t u 
= Laute )B+ da t+Po)+4 (ya +7Y2)+ u; 
4a, +0aR)Y — Ada + Pr )y+2 Yıatya)t ww: 


ra 


l 
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Sie werden befriedigt für 
=ß; me ar Pa=—a; Yamo; Ya=—-Pß; 
w=14u; w=14ß; w=14y.. 

Da hiermit zugleich die Gleichung (1.) zu einer identischen wird, so ergiebt 
sich folgende Zerlegung in zehn Quadrate: 
(2) F,= 0°+14M2+14M7;+14M? 
+22, +22, 720,422, 426,42, 
wo Q, M,, M,, M. die nämliche Bedeutung haben wie in V, (2.), während die 
L gegeben sind durch die Werthe: 
Be -Py+rs-Py); Lu=ysl-ye—Py+Y3°—Py), 
(3.) > ‚„=s32(a@®+yy—y2—ye); L,=32(as—ay’—yz3’—ye), 


\L.=ay(-ex+Py’+oz’—aßp); L.. 


I 


zy— ar +Py—Pr—ap). 
vn. 


Um das in der Einleitung dieses Aufsatzes ausgesprochene Problem 
für eine beliebige centrale Fläche zweiten Grades 
1.) auX’+a2Y’ +32 + 2a,y3+ 2a, 30 + 2aycy =D 
zu lösen, ist /, die negativ genommene Discriminante der in A kubischen 
Gleichung 


| | 
| 4,4 A;; dzı | 

l 
| A23 Aa —h | 


in eine Summe von Quadraten zu zerlegen. Dazu dienen gg‘ Gleichungen 


V,(2.)und VI (2.), nachdem dieselben wegen I, (5.)noch mit 3(— Sp8 =) multi- 
plieirt worden sind. Man hat Wen. 3 nur in den so umgeformten Glei- 
chungen «’, y’, 2°, y23, 32, zy; a‘, b, ‚ £, y durch ihre Werthe aus 


I, (3.) zu ersetzen, um sofort Brite von 4 als Summe von sieben, resp. 
sehn Quadraten zu erhalten. Es bleibt uns also nur zu zeigen, dass diese 
Substitutionen keinerlei Irrationalitäten in die Q, Z und M bringen. 

Führt man abkürzend ein: 


| | Pas 
Ad As A; d;, 424, da = I, 


W= Gdy.d;,.An, 





= I, Aydy3— Andy, = 4), 


a, dr; A;;\ dy3dz3, — Az; dın = J;, 





een 





Baer Sana lapi 





so finde 


(4.) 


und en 
Funetio 
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so findet man: 














‘= 4,.4 Wo If _ e I. 

a,a,.4’ a,Q,,.4° ri 
312° 12 "23° 233 1° 

= _ IA Y_AA_ 3° _ Ih 

(4.) . | a,,d a. a,,d ee a,,d 
x ce ee ge U 

Y ud’ I ae ud’ ‚I uf’ ’ 

A... ta,,d,—a,,d,| PR 2 ni u} ER 4,10,4,—a,,d, | 
a7 uw.d RT u.d + ud 


und endlich den Multiplicator, der alle Q, L, M zu ganzen homogenen 
Functionen dritten Grades in den Coefficienten « der Gleichung (1.) macht: 





j E, u. 4° 
5) er 
Zürich, den 2. Januar 1876. 
ERTENELzE——— 
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Ueber lineare Systeme und Gewebe von Flächen 
zweiten Grades. 
(Von Herrn TA. Reye in Strassburg i./E.) 





1. In meiner letzten Arbeit *) wurden die Systeme von Flächen 
ne Ordnung F” und die Gewebe von Flächen ter Classe &” definirt und 
nach Stufe und Grad unterschieden; insbesondere wurden die linearen 
F”-Systeme und &"-Gewebe in ihrem Zusammenhange mit der Polaren- 
theorie untersucht. Dabei ergab sich u. A. der wichtige Satz, dass ein 
lineares $"-Gewebe N(n) —pte Stufe allemal auf einem linearen F”-Systeme 
p-l!er Stufe ruht und durch dasselbe bestimmt ist, indem jede F” des 
Systemes zu jeder &” des Gewebes apolar ist. 

Also mit einem linearen F°-Systeme von r Dimensionen ist allemal 
ein lineares &’-Gewebe von 8—r Dimensionen derartig verbunden, dass jede 
$’ des Gewebes auf jede F* des Systemes sich stützt. Anderseits können 
die linearen F’-Systeme und &’-Gewebe gleicher Stufe als reeiproke Ge- 
bilde aufgefasst, und die projeetivischen Eigenschaften der ersteren sofort 
auf die letzteren übertragen werden. Die "Theorie dieser Flächenmannig- 
faltiskeiten wird dadurch wesentlich vereinfacht; sie wird noch übersicht- 
licher, wenn wir ihr gewisse Sätze über die singulären Flächen zweiten 
Grades vorausschicken. 

2. Singuläre F’ sind die Kegel- 
flächen zweiter Ordnung oder F* mit 
einem Doppelpunkte, die Ebenen- 
paare oder F* mit einer Doppellinie, 
und die zweifachen Ebenen. 


Singuläre 6’ sind die Curven 
zweiter Classe oder &° mit einer 
Doppelebene, die Punktenpaare oder 
&° mit einer Doppellinie, und die 
zweifachen Punkte. 

Ein Ebenenpaar kann auch als singuläre Kegelfläche zweiter Ord- 
nung, und eine zweifache Ebene als singuläres Ebenenpaar aufgefasst 
werden. 

Es giebt im Raume dreifach unendlich viele Ebenen und Punkte, 
und folglich sechsfach unendlich viele Ebenenpaare und Punktenpaare. 


*) Seite 1 dieses Bandes. 


RE re IE 


Da eine 
punkt | 
es acht 
(urven 
bilden : 


cb’-Gev 
welche 
finden, 
F’-Sys 
F’-Sysi 
und äh 
gleichu 
Es em 
und h& 
sofort 


einer J 
(dieser 


und 


Fernet 
Uebris 
behalt 


F’-Co 


Coeffi 
folglic 
Da m 
so hä 


Reye, lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades. 5) 


Da eine Kegelfläche zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt zum Mittel- 
punkt haben kann und erst durch fünf ihrer Strahlen bestimmt ist, so giebt 
es achtfach unendlich viele Kegelflächen zweiter Ordnung und ebenso viele 
Curven zweiter Classe. Die verschiedenen Arten der singulären F* und &’ 
bilden also Mannigfaltigkeiten von drei, sechs resp. acht Dimensionen. 

Auch bezüglich des Grades dieser besonderen F’-Systeme und 
&b’-Gewebe fehlt es nicht an Hinweisen. Weil z. B. unter denjenigen F’, 
welche durch sechs beliebige Punkte gehen, sich zehn Ebenenpaare be- 
finden, so dürfen wir vermuthen, dass alle Ebenenpaare des Raumes ein 
F’-System sechster Stufe zehnten Grades bilden, d. h. dass jedes lineare 
F’-System dritter Stufe im Allgemeinen zehn Ebenenpaare enthält. Diese 
und ähnliche Vermuthungen finden wir bestätigt, wenn wir die Bedingungs- 
sleichungen der singulären Flächen zweiter Ordnung oder Classe diseutiren. 
Es empfiehlt sich jedoch, vorher einige specielle F’-Systeme zweiten, dritten 
und höheren Grades zu besprechen, auf welche wir bei jener Discussion 
sofort stossen werden. 


$.1. Ueber einige specielle F’-Systeme niedrigen Grades. 

3. Wir bezeichnen mit @,= ce, die zehn homogenen Coordinaten 
einer F? und mit a,=a,, diejenigen einer $*, indem wir die Gleichungen 
dieser Flächen schreiben: 

1X + 200,0 + 02% + 2030,03 +++ 20,2; u +04; = 0 
und 

aut 2a fh + an +20, tert ta nt). 
Ferner seien A,, B,, C,, D, lineare homogene Functionen der «,. Im 
Uebrigen wollen wir die Bezeichnungen der oben erwähnten Arbeit bei- 
behalten. 

Die allgemeine homogene Gleichung ter Grades zwischen den zehn 
F’-Coordinaten «, enthält: 


(n-+1)(n+2)...(n +9) 
Se , — 


Coeffieienten, und das allgemeine F?-System achter Stufe „ten Grades hängt 
folglich von v—1 Parametern ab, z. B. von 54 Parametern, wenn » = 2 ist. 
Da nun jede lineare Form A,, B,, C, der «, nur zehn Coefficienten zählt, 
so hängt die quadratische Gleichung 


ıA,A,| 
'=0( oder AB—-AB, =. 
B,B; 


=. 9 
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wie leicht zu erkennen, nur von 37 Parametern ab und repräsentirt ein 
specielles quadratisches F*-System achter Stufe. Dasselbe ist dadurch ausge- 
zeichnet, dass es zwei Reihen von linearen F?-Systemen siebenter Stufe enthält, 
ähnlich wie das einschalige Hyperboloid zwei Schaaren von Geraden. Die 
Gleichungen: 
‚A, +tuB,=0 und AA+uB=(, 
in welchen 4 und « willkürliche Parameter bezeichnen, repräsentiren die 
eine dieser beiden Reihen, und die Gleichungen: 
1,A,+%,A=0 und 4,B,+4,B,=0 
die andere. — Ist A» =B,, so werden die beiden Reihen von F’-Systemen 
siebenter Stufe identisch und letztere haben ein lineares F*-System sechster Stufe 
mit einander gemein; zugleich speeialisirt sich das quadratische F’-System 
achter Stufe auf analoge Art, wie ein Hyperboloid, wenn es in eine Kegel- 
fläche zweiter Ordnung übergeht. 
4. Aus den beiden quadratischen Gleichungen: 
A| _ 0, und A| u 0) 
‚B, B;| ıD; 
tolgt entweder die Doppelgleichung: 
A,:B,=4,.:B.=4,:B, 
oder das Paar von linearen Gleichungen: 
A, =0 
Die beiden quadratischen Gleichungen repräsentiren zusammen ein biqua- 


dratisches F°-System siebenter Stufe, welches in ein lineares und ein kubisches 
zerfällt, und: 


und B,=0. 


Die Doppelgleichung: 
A, __A 


. A, d 4,424; | ( 
== ode | = 
BB #8, |B,B,B, 


repräsentirt ein kubisches F’-System siebenter Stufe. 

Dasselbe ist der kubischen Raumeurve vergleichbar. Es liegt in 
jedem quadratischen F°-System achter Stufe, welches durch die Gleichung: 
| 
‚BB;B,| = 0 


| 


2 | 
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dargestellt werden kann, und es ist leicht zu beweisen, dass je zwei dieser 
quadratischen Systeme sich nieht nur in dem kubischen, sondern ausserdem 
in einem linearen F’-Systeme siebenter Stufe durchdringen. 
5. Aus den Gleichungen: 
A, A A; A, A; 


== 0 und — ), 
b, B; B; b, B, 


welche zusammen (4.) ein F-System sechster Stufe sechsten Grades dar- 
stellen, folgt die dreifache Gleichung: 
A,:B, = A: DB, = A,:B, = A,:Bı. 


wenn nieht A, = 0, B,=0 und zugleich A,B,—A,B, = ist. Die letzteren 
drei Gleichungen repräsentiren ein quadratisches F’-System sechster Stufe, 
und in dieses und ein biquadratisches zerfällt demnach das F’-System sechster 
Stufe sechsten Grades. Also: 

Die dreifache Gleichung: 


A A A A, A, A, A, A, 


u —— —— >y° —() 
ee Ba re tee 


repräsentirt ein biquadratisches F'-System sechster Stufe. 
Dasselbe kann durch ein lineares F’-System fünfter Stufe beschrieben 
werden, dessen Gleichungen die Form haben: 
„A,+uB,=0 für i=1, 2,3. 4. 
Auf dieselbe Art lässt sich der Beweis führen. dass die (r—1)-fache 
Gleichung: 


r 


—- rt Ar oder —=() 


A, A,... A 
B, B, B, B, B; ... B, 


ein F’-System (10 —r)ter Stufe rten Grades repräsentirt. 
6. Die Gleichung: 
A, A: 4; 
BB, B; 


>| 


GC 0 6, 
repräsentirt ein kubisches F'-System achter Stufe, welches doppelt unendlich 
viele lineare FÜ-Systeme sechster Stufe enthält. Die drei linearen Gleichungen: 
.A;+uB-+rC,=0, worin i=1, 2, 3, 
repräsentiren ein solches lineares System, wenn den willkürlichen Para- 
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metern 4, u, v bestimmte Werthe ertheilt werden. 


vergleichbar. 


Man kann diese linearen 
Gleichungen geradezu als Gleichungen des kubischen, Systemes auffassen; 
denn dieses wird von dem linearen Systeme sechster Stufe beschrieben, wenn 
,, « und v nach und nach alle möglichen Werthe durchlaufen. 

Das kubische F’-System achter Stufe ist der Fläche dritter Ordnung 






Wie diese doppelt unendlich viele Raumeurven dritter Ord- 


nung enthält, so enthält jenes alle kubischen F’-Systeme siebenter Stufe, welche 


durch die Doppelgleichung: 
A, +40, A+40, 4,+40, 
B,+uC, B,+uC, B,+ uU, 
dargestellt werden können. 
7. Aus den beiden kubischen Gleichungen: 


A: A, A; A: A: A, 
B, BB, =0 und 'B, BB, =0 
0660 066 
folgt, dass 
1A, A! A, A, 
entweder nn: WERE... VER. oder 'B, B, B, B, | =0 


a m — 


2 2 


GGG GC, 
ist”). Denn schreiben wir jene Gleichungen in der Form: 
(B,C,) A;+ (C, A,) B,+ (A, B,) C, = 0 
und 
(B,C,) A;+ (©, A.) B,+ (A, B) C, = 0, 
und fügen wir hinzu die identischen Gleichungen: 


(B,C;) A,+(C,A;) B+ (A, B;)C, = 0 


worin 


und 
(B,C,) A3+ (C,A,) B+ (A, B))O, = 0, 


(B,C))=B,&—C,B,, 


etc. 


so ergiebt sich hieraus, wenn die zweizeiligen Determinanten (B,C,), (C, A,) 
und (A, B,) = A,B,—B,A, nicht alle drei verschwinden, durch Elimination 


derselben, dass auch F+A,B,C, und £2+4A,B,C, Null sein missen. 


2 . r » . . 
Das F’-System siebenter Stufe neunten Grades, welches durch die | 
obigen beiden kubischen Gleichungen dargestellt wird, zerfällt demnach in 





*) Die letzte dieser Gleichungen bedeutet, dass jede aus drei Verticalreihen ihrer 


linken Seite gebildete Determinante verschwindet. 
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das durch die Doppelgleichung A,: A; = B,:B, = (C,:C, repräsentirte kubische 
System siebenter Stufe (4.) und ein System siebenter Stufe sechsten 
Grades. Also: 

Die Doppelgleichung: 


1A, A, A; A, 
'BBBB = 
GG, 


repräsentirt ein F'-System siebenter Stufe sechsten Grades. 
Dasselbe enthält alle lImearen F°’-Systeme fünfter Stufe, welche durch 
die vier Gleichungen: 
.A;+uB-+rvC,=0 für i=1, 2,3, 4 
dargestellt werden, und diese vier linearen Gleichungen repräsentiren ge- 
radezu das F’-System siebenter Stufe sechsten Grades, wenn die Parameter 
,, u, v beliebig veränderlich sind. 


$.2. Die Systeme und Gewebe der singulären Flächen zweiten Grades. 

8. Ist ein Punkt p Doppelpunkt einer F’, so sind ihm alle Punkte 
des Raumes conjugirt bezüglich dieser Fläche, und die F’-Coordinaten «, 
müssen deshalb den vier linearen Bedingungsgleichungen genügen: 

ı;Pı + &aprt+ Raps + Cu Pr =-0 für i=1 2,3, 4 


Daraus folgt ohne Weiteres die erste Hälfte des Doppelsatzes: 


Alle Flächen zweiter Ordnung, Alle Flächen zweiter Classe, die 
die einen gegebenen Punkt p zum eine gegebene Ebene zur Doppelebene 
Doppelpunkt haben, bilden ein lineares haben, bilden ein lineares $’-Gewebe 
F'-System fünfter Stufe. fünfter Stufe. 


Die zweite Hälfte ergiebt sich aus der ersten mit Hülfe des Prin- 
eipes der Reeiproeität. 

Für alle F? des Raumes, die einen Doppelpunkt besitzen, ergiebt 
sich durch Elimination der Punktecoordinaten p,. pP. P;, p, die bekamnte 
Bedingungsgleichung: 

I=0, worin IS=Z+0,0nlz;04 
die Diseriminante der F’-Gleichung bezeichnet. Also: 


Alle Kegelflächen zweiter Ord- Alle Curven zweiter Classe bilden 
nung bilden ein F’-System achter ein b’-Gewebe achter Stufe vierten 
Stufe vierten Grades. Grades. 


S* 
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9. Seien a, b, ce die Eckpunkte eines Dreiecks; dann liegt p in der 
Ebene desselben, wenn 

p=hka+tub-ve für j=1,2, 3, 4 
gesetzt wird und 4, u, v willkürliche Constanten bezeichnen. Die Glei- 
chungen @,p,+02Pp2+05P3 + @,p, = gehen durch diese Werthe der Doppel- 
punkts-Coordinaten p, über in vier Gleichungen von der Form: 

»A;+uB -+vC=0 für i=12 34, 
worin A,, B, und ©, = «@,6,+03%+ @,6;+@,c, lineare homogene Functionen 
der Flächencoordinaten «, bezeichnen. Daraus folgt (7.): 

Alle Flächen zweiter Ordnung, die Alle Curven zweiter Classe, deren 
in einer gegebenen Ebene einen Doppel- Ebenen durch einen gegebenen Punkt 
gehen, bilden ein B’-Gewebe siebenter 
Stufe sechsten Grades. 

Liegt der Doppelpunkt p einer F? mit zwei gegebenen Punkten a 
und 5 in einer Geraden, so wird p,= 4a,+ ub, und die vier Bedingungs- 
gleichungen für die F°-Coordinaten nehmen die Form an: 

1.A;,+u.B=0 für i=1,2, 3, 4, 
woraus durch Elimination von 4 und « folgt: 


A,:B,=4%,:B.,=4,:B,=A,:B.. 


punkt haben, bilden ein F'-System sie- 
benter Stufe sechsten Grades. 


Also (5.): 

Alle Flächen zweiter Ordnung, die Alle Curven zweiter Classe, deren 
in einer gegebenen (reraden einen Ebenen durch eine gegebene Gerade 
gehen, bilden ein b’-Gewebe sechster 
Stufe vierten Grades. 


10. Eine F° hat zwei Doppelpunkte p und g, zerfällt also in zwei 


Doppelpunkt haben, bilden ein F’- 
System sechster Stufe vierten Grades. 


Ebenen, die sich in der Doppellinie pg schneiden, wenn die Gleichungen: 
1Ppıt+ &2Pp+ 3Ps+ ap =V und sn tFiap+03Gpt kan =d für i=1,2,3,4 
erfüllt sind. Aus sieben dieser Gleichungen folgt übrigens die achte; denn 
dureh Elimination von p,, pP, p;, p, aus den ersten vier Gleiehungen ergiebt 
sich, dass die Diseriminante /= F+a,0,0%3;0, verschwindet, und dieses 
ist die Bedingung dafür, dass eine der Gleichungen «+ «+ 39 + ug, = 0 
aus den drei übrigen folgt. Die obigen acht Bedingungsgleichungen für die 
&,, redueiren sich demnach auf sieben: d. h.: 

Alle Ebenenpaare, die eine gegebene 
Gerade zur Doppellinie haben, bilden 
ein lineares F’-System zweiter Stufe. 


Alle Punktenpaare, die auf einer 
gegebenen Geraden liegen, bilden ein 
lineares b’-Gewebe zweiter Stufe. 
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11. Die Bedingungsgleichungen dieses linearen F’-Systemes zweiter 
Stufe können, wenn p, von Null verschieden ist, u. A. auf folgende Form 
gebracht werden: 
a, Ppıt@2p+e@3Ppt+0apı=V und o,(prp— Pp)tesl PB Pp)+ al PP). 
Lassen wir die letzte dieser acht Gleichungen fort (10.) und eliminiren die 
q,; aus den übrigen, so erhalten wir für die Coordinaten «,, derjenigen Ebenen- 
paare, deren Doppellinien durch p gehen, die fünf Gleichungen: 

pp Oz 

e1Ppı + ap + 03Pp + ap =V für ©=1, 2, 3, 4 und oa 0%, 24!=0; d.h.: 


Oz Gy O0; 


Alle Ebenenpaare, deren Doppel- Alle Punktenpaare, die in einer 
linien durch einen gegebenen Punkt gegebenen Ebene liegen, bilden ein 
gehen, bilden ein F'-System vierter $b’- Gewebe vierter Stufe dritten 
Stufe dritten Grades. Grades. 


An Stelle der letzten Gleichung kann irgend eine andere gesetzt 
werden, welche ausdrückt, dass eine erste Unterdeterminante der Diserimi- 
nante S verschwindet, und dieses muss geschehen, wenn p, oder p, Null 
ist, weil alsdann jene letzte Gleichung eine Folge der vier übrigen ist. 
Ueberhaupt ergiebt sich hier ohne Weiteres der bekannte umkehrbare Satz: 

Wenn eine Fläche zweiter Ordnung in Ebenen zerfällt, so verschwinden 
alle ersten Minoren ihrer Discriminante 4. 

12. Liegt der Punkt p auf einer Geraden ab, so ist p =Aka,tub 
zu setzen; die letzten fünf Gleichungen gehen dadurch über in: 

,(0, +0, + 0,4 0,0) + ula,bt a,b5+ a,b,+a,b)=0 für i=1,.2,3,4 
und 
On Oz O4 


Un O3 a = 0. 
| 32 Oz; 04 
Diese fünf Gleichungen repräsentiren ein F’-System fünfter Stufe zwölften 
Grades, weil (5. und 9.) die ersten vier ein F’-System sechster Stufe 
vierten Grades darstellen. Damit eine beliebige Fläche jenes Systemes 
fünfter Stufe in zwei Ebenen zerfalle, ist jedoch erforderlich, dass die fünfte 
Gleichung keine blosse Folge der vier übrigen ist (11... Es darf also 
weder - = — 2 noch = =. sein; denn die obige fünfte Gleichung folgt 
1 ' 4 


E) 


Ta . ee 
an me - 


ee 
Per 


a 











62 Reye, lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades. 


sowohl aus den vier Gleichungen: 


U» (A, b, TEE b, a,) + U; (a; b, . b, a,) +0, (A; b, ra b, a,) — 0 für 


ua 


als auch aus den vier linearen Gleichungen: 


0.(0,b,—b,a,)+0:(b,—b,a)+0,(ab,—ba)=0 für i=1, 2,3, 4. 
Von dem F’-System fünfter Stufe zwölften Grades sind deshalb zwei lineare 
F'-Systeme fünfter Stufe auszuscheiden, sodass sich ergiebt: 

Alle Ebenenpaare, deren Doppel- Alle Punktenpaare, deren Ver- 
linien eine gegebene Gerade ab schnei- 
den, bilden ein F’-System fünfter 


Stufe zehnten Grades. 


bindungslinien eine gegebene Gerade 
schneiden, bilden ein $’-Gewebe 
fünfter Stufe zehnten Grades. 

13. Die Gleichungen: 


Oı &ın Oz O4 Kr Or2 Oloy 


Oz On 4 =0 und |%, An. = 0 


O3, Op Oz 0; | On Oy 


repräsentiren (7.) ein F'-System sechster Stufe achtzehnten Grades, welchem 
(11.) alle Ebenenpaare des Raumes angehören. Ihnen geschieht (weil «,=«,,) 
Genüge, wenn entweder 

Os 1,27) Oz Oo, , Cı 10267 O3 Us | 

=(, oder | = 0 

0 31 033 O33 O34 Os, 0.9 O3; O4 
ist, oder aber wenn alle ersten Minoren der Diseriminante 7 verschwinden. 
Denn wenn die ersten beiden Fälle nicht eintreten, so folgt aus den beiden 
Gleichungen: 


O2 Rz O4 G,; Oo O0 0, O2 04 
a O3 ty Zt Op 0) =0V und Oy an du] =U, 
Oz, Oz; O4 0 Op Op Oz Op Oy 


von welchen die erstere in der obigen Doppelgleichung enthalten ist, dass 
auch: 


0 An Oy Ay 

Oz Oz, Oi; a4) = 0) 

\%yı Op u Ay 
sein muss (vgl. 7.), und aus der Verbindung dieser Doppelgleichung mit der 
obigen folgt ebenso, dass alle ersten Minoren von Z verschwinden. 
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Das F'-System sechster Stufe achtzehnten Grades zerfällt also in zwei 
biquadratische, welche durch die beiden dreifachen Gleichungen: 


@,; 0,; @,; @,; a a, u 


= — un _ Zu md Zuolı o Su — Su 

a;, 39 @R;; 0; @,; @;; %,; @;; 
dargestellt werden (5.), und ein System zehnten Grades; und nur das letztere 
wird dargestellt durch das Verschwinden aller ersten Minoren der Diseri- 


minante 9. Also (vgl. 2.): 


Alle Ebenenpaare des Raumes Alle Punktenpaare des Raumes 
bilden ein F'-System sechster Stufe bilden ein b’-Gewebe sechster Stufe 
zehnten Grades. zehnten Grades. 


14. Wenn eine Fläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen zerfällt. 
von welchen die eine durch die Schnittlinie der Coordinatenebenen r, — 0 
und © = (0 geht, so kann ihre Gleichung auf die Form gebracht werden: 
(At, + 2). tat 1; + UR,) = 0. 
Für ihre Coordinaten «, erhalten wir dann die Ausdrücke: 
ht, m—hten, Zanm Ale, 2 Anker, Bi = Akte + Ar is,. 
= OD, a,=0, 2, ht Zi ht, 20, =0, 


woraus sich durch Elimination der sechs willkürlichen Constanten 4 und u 
die fünf Gleichungen ergeben: 

02,0, 0, =0, 0, =0, a4; = Az; UNd 0,501409— 20,2 0144024 1 = 0, 
jedoch die letzte nur dann, wenn weder u, noch u, verschwindet. Diese 
fünf Gleichungen repräsentiren ein F’-System vierter Stufe sechsten Grades, 
welches die beiden linearen Systeme vierter Stufe: 


(O3; —_ (y=(0y = 0; =, > 0) und (Id; = 0, = 04 = 04, >04 > 0) 
enthält; letztere aber sind auszuschliessen, weil in Folge ihrer Gleichungen 
u, resp. u, verschwindet. Daraus, und weil die Schnittlinie der Ebenen 
z=0 und u» =0 als eine beliebige Gerade des Raumes anzusehen ist, 
schliessen wir: 


Alle Ebenenpaare, von denen eine Alle Punktenpaare, von denen ein 
Ebene durch eine gegebene Gerade Punkt in einer gegebenen Geraden 
geht, bilden ein F’-System vierter liegt, bilden ein $P’-Gewebe vierter 
Stufe vierten Grades. Stufe vierten Grades. 


Dieser Satz und ein früherer (11.) sind leicht zu merken, wenn man 
sich erinnert, dass vier beliebige Punkte auf vier Ebenenpaaren liegen, die 
zugleich eine gegebene Gerade enthalten, und auf drei Ebenenpaaren, deren 
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Doppellinien durch einen gegebenen Punkt gehen. 
meisten Sätzen dieses Paragraphen. 


Aehnliches gilt von den 


15. Für die zweifachen Ebenen und die zweifachen Punkte ergeben 
sich ohne Schwierigkeit die nachstehenden Sätze, deren Beweis weiter unten 
folgen wird, und die wir hier nur übersichtlich zusammenstellen: 

Die zweifachen Ebenen des Rau- 
mes bilden ein F'-System dritter Stufe 
achten Grades (26.). Alle durch einen 
Punkt gehenden zweifachen Ebenen 
bilden ein F’-System zweiter Stufe 
vierten Grades (20.). Alle durch eine 
Gerade gehenden zweifachen Ebenen 
bilden ein F’-System erster Stufe 
zweiten Grades (16.). 


Die zweifachen Punkte des Raumes 
bilden ein D’-Gewebe dritter Stufe 
achten Grades. Alle in einer Ebene 
liegenden zweifachen Punkte bilden 
ein D’-Gewebe zweiter Stufe vierten 
Grades. Alle auf einer Geraden lie- 
genden zweifachen Punkte bilden ein 
Pb’ - Gewebe erster Stufe 
Grades. 


zweiten 


* +) 
S t)«s 


Das lineare F’-System achter Stufe und die Fläche zweiter Classe. 

16. Daslineare F’-System achter Stufe enthält unendlich viele Flächen, 
welche sich auf zweifache Ebenen redueiren; und zwar ist der Ort dieser 
Ebenen eine Fläche zweiter Classe &’, welche auch auf alle übrigen F’ 


des Systemes sich stützt. Aus der Gleichung: 


Cut 2C.: Cat Cala + 2Cı3 at 20, At C040u = UV 


des F’-Systemes erhält man diejenige dieser 2’, wenn man für die zehn 
F’-Coordinaten «, die Werthe 5,5, einsetzt; die Coefficienten ec, jener Glei- 
chung sind demnach die homogenen Coordinaten dieser 2’, und das F’°- 
System ist durch die &° völlig bestimmt. 

Die F’-Coordinaten «, repräsentiren ein Ebenenpaar ($£,n), wenn 
20, =$n,+&n; Ist, für © und k=1, 2, 3, 4. Setzt man diese Werthe in 
die obige Bedingungsgleichung ein, so erkennt man sofort, dass die Ebenen 
5 und 7 einander in Bezug auf &° conjugirt sind; und umgekehrt: 

Je zwei conjugirte Ebenen von $’ bilden ein Ebenenpaar des linearen 
F’-Systemes achter Stufe. 

Dieser Satz kann als Specialfall des folgenden, an anderer Stelle *) 
bewiesenen aufgefasst werden: 


Alle Flächen zweiter Ordnung, welche den Poltetraedern der $° um- 


NEN CURRENT) ER RRESE LEE 


*) Dieses Journal Bd. 78, S. 345. 
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schrieben werden können, gehören zu dem linearen F’-Systeme achter Stufe, 
auf welches $’ sich stützt. 

17. Die Theorie des linearen F’-Systemes achter Stufe ist demnach 
identisch mit der erweiterten Polarentheorie der Fläche zweiter Classe &', 
und wir können uns hier darauf beschränken, einige weiterhin benutzte Sätze 
aufzustellen. Die sonst recht umständlichen Beweise dieser Sätze verein- 
fachen sich sehr, wenn man beachtet, dass einem linearen F’-Systeme alle 
F’-Büschel, F’-Bündel, F’-Gebüsche u. s. w. angehören, die durch 2, 3, 4, ... 
seiner Flächen bestimmt werden. 

Wenn von den drei Paar Gegenflächen eines Vierkants irgend zwei 
aus conjugirten Ebenen einer &° bestehen, so gilt Dasselbe von dem dritten 
Paare; denn jede dem Vierkant umschriebene F’ stützt die &’, weil sie dem 
durch die zwei Paar conjugirten Ebenen bestimmten F*-Büschel angehört. 

Wenn aus einer Geraden g drei Eckpunkte eines Tetraeders dureh 
Ebenen projieirt werden, welche den resp. gegenüberliegenden Tetraeder- 
flächen bezüglich einer 2° conjugirt sind, so gilt Dasselbe von dem vierten 
Eckpunkte; denn überhaupt stützt sich 2° auf jede F’, welehe durch g und 
die vier Eckpunkte des Teetraeders geht. Die Gerade yg nennen wir con- 
jugirt zu dem Tetraeder in Bezug auf $‘. 

Wenn bezüglich einer &° vier von den sechs Ebenen, durch welche 
die Kanten eines Tretraeders ABCD aus einem Punkte E projieirt werden, 
denjenigen Ebenen conjugirt sind, welche ihre resp. Gegenkanten mit einem 
Punkte F verbinden, so gilt Dasselbe von den übrigen beiden Ebenen *). 
Denn jede dem Sechseck ABCDEF wmschriebene F° stützt die &°, weil 
sie dem F’-Gebüsch angehört, welches durch die ersten vier Paare conju- 
girter Ebenen bestimmt ist. Wir nennen das Sechseck ein Polsechseck der 
pP’, weil von seinen zwanzig Flächen jede den Pol der gegenüberliegenden 
Fläche enthält. 

Wenn von einem einfachen räumlichen Fünfeck drei auf einander 
folgende Kanten ihren resp. Gegenflächen bezüglich einer &° conjugirt sind, 
so enthält jede Kante und jede Diagonale desselben den Pol der ihr gegen- 
überliegenden Fläche resp. Diagonal-Ebene, und das Fünfeck ist ein Pol- 


*) In meiner Arbeit über Polfünfecke und Polsechsecke räumlicher Polarsysteme 
(dieses Journal Bd. 77 S. 282) stellte ich in einem Falle eine Ausnahme von diesem 
Satze als möglich hin. Der obige Beweis lehrt, dass diese Ausnahme niemals wirklich 
eintritt; die zur Construction von F a. a. 0. benutzte Kegelfläche II. O. schneidet also 
nicht, sondern berührt in F die Gerade 1. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1. 9) 
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fünfeck der &'. Denn jede durch die fünf Eckpunkte gehende F’? stützt 
die 2° (vgl. die Beweise der vorhergehenden Sätze). 

18. Zwei beliebigen Poltetraedern einer &° können doppelt unend- 
lich viele Flächen zweiter Ordnung umschrieben werden, oder ihre acht 
Eckpunkte bilden die Knotenpunkte eines F’-Bündels (Hesse). Alle F? näm- 
lich, welche einem Poltetraeder von &° umschrieben sind, bilden ein lineares 
F’- System fünfter Stufe, und da alle derartig bestimmten F?-Systeme dem 
linearen Systeme achter Stufe angehören, auf welchem die &° ruht, so haben 
sie paarweise ein lineares F°-System zweiter Stufe, d.h. einen F?-Bündel, 
mit einander gemein. 

Einem Poltetraeder und einem beliebigen Polfünfeck von &° kann 
eine Kaumcurve vierter Ordnung erster Species C°?, und zwei beliebigen 
Polfünfecken oder einem Poltetraeder und einem Polsechseck kann im All- 
gemeinen eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden. Der Beweis 
ist dem soeben geführten ganz analog. 

Wenn drei linear unabhängige und folglich (17.) alle Flächen II. Ord- 
nung, die durch eine gegebene Raumeurve dritter Ordnung A gehen, eine 
$° stützen, so können der %° unendlich viele Polsechsecke, Polfünfecke und 
Poltetraeder von &° eingeschrieben werden. Nämlich jene drei Flächen 
bestimmen mit einer beliebigen zu $&* apolaren, aber nicht durch A gehenden 
F’ ein F’-Gebüsch, dessen sämmtliche Flächen durch die sechs Schnitt- 
punkte von A und dieser F? gehen und die &° stützen; die sechs Schnitt- 
punkte bilden folglich ein der A° eingeschriebenes Polsechseck von &? (17.). 
Zwei in Bezug auf $&° eonjugirte Ebenen z. B. schneiden die A in den sechs 
Punkten eines solchen Polsechsecks; woraus leicht sich ergiebt, dass fünf 
von den Eekpunkten desselben willkürlich auf 4° angenommen werden dürfen. 
Zwei beliebige Punkte A, B von 4° bilden mit je drei andern Curven- 
punkten C, D, E, deren Verbindungsebene der Geraden AB conjugirt ist 
in Bezug auf &*, ein Polfünfeck von 2°; denn die Punkte A, B, C, D, E 
bilden mit jedem sechsten Punkte von 4° ein Polsechseck von &°, oder mit 
anderen Worten, alle durch sie gehenden Flächen zweiter Ordnung sind 
apolar zu &°. Ebenso beweist man, dass ein beliebiger Punkt A von 2 
mit den drei Punkten, in welchen # von der Polarebene des Punktes A 
bezüglich der &° geschnitten wird, ein Poltetraeder von &° bildet. — Aus 
dem Allen ergiebt sich: 


Wenn eine Raumcurve dritter Ordnung irgend einem Poltetraeder, Pol- 
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fünfeck oder Polsechseck einer Db’ umschrieben ist, so können ihr unendlich 
viele solche Pol-n-ecke von 5’ eingeschrieben werden. Die Raumeurve mag 
deshalb eine „kubische Poleurve von D°“ genannt werden. 

Solcher Poleurven von &* giebt es siebenfach unendlich viele; durch 
jeden Punkt gehen fünffach unendlich viele derselben, jedem Poltetraeder 
von &° sind doppelt unendlich viele, einem beliebigen Tetraeder des Raumes 
sind einfach unendlich viele derselben umschrieben *). Ist 2° insbesondere 
eine Uurve zweiter Classe, so geht jede ihrer kubischen Poleurven durch 
die Eckpunkte eines ihrer Poldreiecke, und es giebt in diesem Falle neun- 
fach unendlich viele solche Poleurven. 

19. Das lineare F’-System achter Stufe ist ein specielles, wenn die 
&', welche auf ihm ruht, eine singuläre &’ ist, d. h. eine Curve zweiter 
Classe oder ein Punktenpaar oder ein zweifacher Punkt. Also alle Flächen 
zweiter Ordnung, welche den Poldreiecken einer Curve zweiter Ulasse um- 
schrieben werden können, oder in Bezug auf welche zwei gegebene Punkte 
einander conjugirt sind, oder aber welche durch einen gegebenen Punkt 


sehen, bilden ein speeielles lineares F’-System achter Stufe. In Bezug auf 


die singuläre $° ist einer sie enthaltenden Ebene jede beliebige Ebene des 
Raumes conjugirt; jene Ebene stützt die &°, und jeder Punkt des Raumes 
kann als ihr Pol bezüglich der &° betrachtet werden. Ist &’° ein Punkten- 
paar AA’, so gehen alle Flächen des F’-Systemes achter Stufe, welche einen 
Punkt P der Geraden AA’ enthalten, zugleich durch denjenigen Punkt von 
AA’, welcher durch A und A’ harmonisch von P getrennt ist; und alle 
durch A gehenden Flächen des Systemes werden von AA’ in A berührt, 
falls sie nicht A zum Doppelpunkt haben. 


$4. Das lineare F’-System siebenter Stufe und die ®’-Schaar. 

20. Das lineare F’-System siebenter Stufe stützt eine &’-Schaar (1.) 
und ist durch zwei beliebige Flächen derselben bestimmt (vgl. 16.). Meine 
zweifachen Ebenen sind identisch mit den gemeinschaftlichen Berührungs- 
Ebenen der Schaar (16.), und durch einen beliebigen Punkt des Raumes 
gehen demnach im Allgemeinen vier derselben. Jede Ebene « gehört un- 
endlich vielen Ebenenpaaren des Systemes an; die anderen Ebenen dieser 
Paare schneiden sich im Allgemeinen in einer Geraden, welche zu « con- 
Jugirt ist bezüglich aller &* der Schaar. Allen Ebenen des Raumes sind 


*) Vgl. dieses Journal, Bd. 77, S. 283. 
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bezüglich der &°-Schaar bekanntlich *) die Geraden eines tetraedralen 
Strahlencomplexes zweiten Grades eonjugirt. 

21. Eine beliebige Gerade ist im Allgemeinen von einem Ebenen- 
paare des F’-Systemes siebenter Stufe die Doppellinie (10.); die Ebenen 
dieses Paares sind einander eonjugirt bezüglich aller Flächen der &?-Schaar. 
Jede von den 0° Geraden, in welchen die zweifachen Ebenen des Systemes 
sich paarweise schneiden, ist Doppellinie von unendlich vielen Ebenenpaaren 
les Systemes; die Ebenen dieser Paare sind durch die zugehörigen beiden 
zweifachen Ebenen harmonisch getrennt. Durch jeden Punkt gehen (20.) 
vier von den zweifachen Ebenen, also sechs Sechnittlinien derselben. Jede 
Gerade, welche auf einer Fläche der &*-Schaar enthalten ist, ist Schnitt- 
linie von zwei gemeinschaftlichen Berührungsebenen der Schaar, weil jede 
der beiden Berührungsebenen, welche durch sie an eine andere &° der Schaar 
gelegt werden können, auch alle übrigen &° tangirt. Da ferner eine be- 
liebige Ebene von einer &° der Schaar berührt wird und im Allgemeinen 
zwei Gerade derselben enthält, so ergiebt sich: 

Die Geraden der $’-Schaar sind identisch mit den Schnittlinien aller 
zıveifachen Ebenen des linearen F’-Systemes siebenter Stufe; sie bilden ein 
Strahlensystem sechster Ordnung zweiter Classe. 

22. Die #°-Schaar enthält im Allgemeinen vier Curven zweiter Classe 
(8.), und das lineare F’-System siebenter Stufe besteht aus allen F?, welche 
ausser einer dieser vier Curven noch irgend eine andere &° der Schaar 
Der Curvenebene sind deshalb hinsichtlich der &°-Schaar alle 
Ebenen conjugirt, welche durch ihren Pol bezüglich irgend einer &° der 
Schaar gehen (vgl. 19.); und zwar liegt dieser Pol in den Ebenen der drei 
übrigen Curven, weil auch diese Ebenen zu der ersteren eonjugirt sind. Mit 
anderen Worten: 


stützen. 


Die Ebenen der vier singulären 6’ bilden ein gemeinschaftliches Polte- 
traeder aller &’ der Schaar. Im linearen F’-System siebenter Stufe giebt es im 
Allgemeinen vier Ebenen, von welchen jede mit allen Ebenen, welche durch 
den Schnittpunkt der drei übrigen gehen, Ebenenpaare des Systemes bildet. 

In jeder dieser vier Ebenen liegen unendlich viele Schnittlinien von 
zweifachen Ebenen des F’-Systemes; dieselben tangiren die in der Ebene 
liegende singuläre &° der Schaar (21.). 


*) Vgl. meine Geometrie der Lage, II. Abth. 
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23. Durch fünf beliebige Punkte geht ein F’-Bündel des linearen 
F’-Systemes siebenter Stufe; eine beliebige Gerade g kann folglich mit zwei 
Punkten A, B durch doppelt unendlich viele Flächen des Systemes ver- 
bunden werden, und zwar schneiden sich dieselben in noch zwei Punkten 
C und D. Durch die vier Punkte A, B, C, D aber geht ein F’-Gebüsch 
des Systemes; sind E und F die Schnittpunkte von g mit einer beliebigen 
F’ desselben, so besteht das Gebüsch, da es durch diese F’ und irgend 
drei durch g, A und B gehende F° bestimmt ist, aus allen dem Sechseck 
A, B, C, D, E, F umschriebenen Flächen zweiter Ordnung. Dieses Sechs- 
eck ist folglich ein gemeinschaftliches Polsechseck aller Flächen der &°- 
Schaar (17.), und die ihm umschriebene Raumeurve dritter Ordnung ist ge- 
meinschaftliche Poleurve aller dieser $°. Also: 

Ein Polsechseck der &$’-Schaar ist im Allgemeinen völlig bestimmt, 


wenn zwei Eckpunkte A, B und eine zu AB windschiefe Kante g desselben 
beliebig angenommen werden. 

Durch zwei beliebige Punkte A, bB gehen unendlich viele kubische Pol- 
curven der P’-Schaar; eine beliebige Gerade g bestimmt als Sehne im Allge- 
meinen eine derselben. 

Alle durch eine dieser Poleurven gehenden F° gehören zu dem li- 
nearen F’-Systeme siebenter Stufe, und jede andere F’ des Systemes schneidet 
die Poleurve in den sechs Punkten eines Polsechsecks der &’-Schaar:; denn 
diese F? bestimmt mit irgend drei durch die Poleurve gehenden F’ ein dem 
Systeme angehörendes F°-Gebüsch, dessen Flächen sämmtlich dem Sechseck 
umschrieben sind (vgl. 18.). Einer kubischen Poleurve der $’-Schaar können 
demnach unendlich viele Polsechsecke der Schaar eingeschrieben werden, 
auch wenn drei Eekpunkte A, B, € derselben willkürlich auf der Poleurve 
angenommen werden; die Ebenen der jedesmaligen anderen drei Eckpunkte 
schneiden sich in der zur Ebene ABC conjugirten Geraden. 

Durch drei beliebige Punkte A, B, ÜC des Raumes geht allemal eine, 
und im Allgemeinen nur eine kubische Polcurve der &b’-Schaar. 

Man denke sich nämlich die Schaar durch zwei ihrer Flächen &' 
und &} gegeben, und durch die Pole der Ebene ABC bezüglich derselben 
eine Ebene « gelegt. Dann giebt es in « unendlich viele Dreiecke, welche 
mit A, B und C zusammen Polsechsecke von &° bilden, und zwar sind 
dieselben beliebige Poldreiecke eines in « liegenden, durch A, B, € und 
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P° bestimmten Polarsystemes*). Durch A, B, C und die Flächen &’ und 
PD; werden also in der Ebene « zwei verschiedene Polarsysteme bestimmt, 
welche im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Poldreieck besitzen; dasselbe 
bildet mit A, B, C ein Polsechseck der $°-Schaar. Umschreibt man diesem 
Polsechseck eine (allemal reelle) Raumeurve dritter Ordnung, so hat man 
die durch A, B, C gehende kubische Poleurve der &’-Schaar. 

24. Die Kanten aller Polfünfecke der &’-Schaar gehören dem vor- 
hin (20.) erwähnten tetraedralen Strahlencomplexe zweiten Grades an, denn 
sie sind den ihnen gegenüberliegenden Fünfecksflächen conjugirt bezüglich 
der &*-Schaar. 

Einer kubischen Polcurve der b’-Schaar können unendlich viele Pol- 
fünfecke der Schaar eingeschrieben werden; jeder Punkt P der Curve ist Eck- 
punkt von im Allgemeinen einem derselben. 

Nämlich auf dem Complexkegel, welcher P zum Mittelpunkte hat, 
liegen im Allgemeinen vier andere Punkte Q der Poleurve, und diejenige 
Ebene, welche zu einem der vier Complexstrahlen PQ conjugirt ist bezüg- 
lich der &’-Schaar, schneidet die Poleurve in drei Punkten, welche mit den 
beiden Curvenpunkten P, Q@ des Complexstrahles zusammen ein Poltetraeder 
der $’-Schaar bilden (18.) und deshalb mit den übrigen drei Q identisch 
sein müssen. 

Durch die zehn Eckpunkte von zwei Polfünfecken der D’-Schaar kann 
eine Raumcurve C’* vierter Ordnung gelegt werden. 

Denn alle einem Polfünfeck umschriebenen F* bilden ein lineares 
F'-System vierter Stufe, und zwei solche Systeme vierter Stufe müssen einen 
F'-bBüschel mit einander gemein haben, weil beide dem Systeme siebenter 
Stufe angehören. Ganz ähnlich wird der Satz bewiesen: 

Die Eckpunkte eines Polfünfecks können mit denjenigen des Poltetraeders 
der $’-Schaar durch eine Raumcurve dritter Ordnung und mit denjenigen eines 
Polsechsecks der Schaar durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. 

In der Raumeurve dritter Ordnung schneiden sich u. A. die Kegel- 
Hlächen des tetraedralen Complexes, welche die Eckpunkte des Polfünfecks 
zu Mittelpunkten haben., Je zwei Punkte dieser kubischen Polcurve sind 
Eckpunkte eines der Curve eingeschriebenen Polfünfecks der &’-Schaar. 

Jede kubische Polcurve der $’-Schaar enthält vier Poldreiecke der 
vier singulären Flächen der Schaar (18.). 


*) Dieses Journal Bd. 77 S. 281. 
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Wenn umgekehrt eine Raumeurve dritter Ordnung von irgend zwei 
dieser singulären &° je ein Poldreieck (d.h. Tripel conjugirter Punkte) 
enthält, so ist sie eine kubische Poleurve der &’-Schaar. 

25. Das lineare F’-System siebenter Stufe ist ein specielles und das 
gemeinschaftliche Poltetraeder der &’-Schaar artet aus, wenn die Flächen 
der Schaar sich in einzelnen oder in unendlich vielen Punkten berühren, 
oder wenn eine oder einzelne derselben in Punktenpaare zerfallen oder sich 
auf zweifache Punkte redueiren. Z. B. alle F', welche durch zwei gegebene 
Punkte gehen, oder eine gegebene Gerade in einem ihrer Punkte berühren, 
oder von welchen zwei Paare conjugirter Punkte gegeben sind, bilden ein 
specielles lineares F’-System siebenter Stufe. Es würde zu weit führen, 
wenn wir alle möglichen Speecialfälle aufzählen wollten. 


$5. Das lineare F’-System sechster Stufe und die D°-Schaarschaar *). 

26. Das lineare F*-System sechster Stufe stützt eine $°-Schaarschaar 
und ist durch diese bestimmt. Seine zweifachen Ebenen sind gemeinschaft- 
liche Berührungsebenen aller Flächen der Schaarschaar (16.); es giebt ihrer 
folglich im Allgemeinen acht, von welchen jede durch die sieben übrigen 
bestimmt ist. — Durch sechs beliebige Punkte geht im Allgemeinen eine 
F’ des Systemes; dieselbe zerfällt in zwei Ebenen (@, P), wenn die sechs 
Punkte in einer Ebene « liegen. Also: 

Eine beliebige Ebene « gehört im Allgemeinen einem Ebenenpaare des 
linearen F’-Systemes sechster Stufe an; ihre Pole bezüglich aller Flächen der 
zugehörigen $’-Schaarschaar liegen in der zweiten Ebene dieses Paares. 

Eine Ausnahme machen diejenigen Ebenen, in welchen die singulären 
Flächen der Schaarschaar liegen, und von denen (9.) im Allgemeinen sechs 
durch jeden Punkt gehen; denkt man sich nämlich die Schaarschaar be- 
stimmt durch drei ihrer &°, von denen eine singulär, d. h. eine Curve zweiter 
Ulasse ist, so leuchtet ein (19, 20.), dass die Curvenebene allen Ebenen 
einer Geraden eonjugirt ist, auf welcher ihre Pole bezüglich der sämmt- 
lichen &° liegen. Also: 

Die Ebenen aller singulären Flächen der $’-Schaarschaar bilden einen 
Ebenenbüschel I” sechster Ordnung; jede von ihnen ist bezüglich der Schaar- 
schaar einer Geraden conjugirt, mit deren Ebenen sie unendlich viele Ebenen- 
paare des linearen F’-Systemes sechster Stufe bildet. 


*) Man vergl. Herrn Sturms „Untersuchungen über das Flächennetz zweiter Ord- 
nung“ (oder den F’-Bündel) in diesem Journal Bd. 70. 
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Zu T” gehören die vier Ebenen des gemeinschaftlichen Poltetraeders 
von je zwei Flächen der Schaarschaar. 

27. Dreht sich um die Gerade g, welche einer beliebigen Ebene « 
des Büschels /” conjugirt ist, eine Ebene «,, so beschreiben deren Pole 
in Bezug auf irgend drei Flächen der Schaarschaar drei in «& liegende 
projeetivische Punktreihen. Im Allgemeinen kommt deshalb die Ebene «, 
dreimal in solche Lage, dass ihre Pole in einer Geraden liegen*); d. h. es 
gehen durch g im Allgemeinen drei Ebenen von I”, und deren conjugirte 
Gerade liegen in «. Wir wollen g eine Doppelaxe von I” nennen, und 
erhalten den Satz: 

Bezüglich der P’-Schaarschaar ist jeder Ebene « des Büschels I" eine 
Doppelaxe g desselben conjugirt. Durch jede Doppelaxe g gehen im Allge- 
meinen drei Ebenen «, von I”, und in jeder Ebene « des Büschels T” liegen 
im Allgemeinen drei Doppelaxen g, desselben. 

Die $’-Schaarschaar ist u. A. durch die drei singulären 2° bestimmt. 
deren Ebenen «, durch eine beliebige Doppelaxe g gehen. Die Pole von 
g bezüglich dieser drei Curven zweiter Classe bilden demnach dasjenige 
Dreieck, dessen Seiten die den drei «, conjugirten Doppelaxen g, sind; und 
zwar liegt jeder Eckpunkt des Dreiecks auf der Ebene «,, welche der ihm 
segenüberliegenden Seite conjugirt ist. 


c 


28. Wenn von zwei Ebenen, die bezüglich der &’-Schaarschaar ein- 
ander conjugirt sind, die eine um einen beliebigen Punkt P sich dreht, so 
umhiüllt die andere eine &°; denn die Pole aller Ebenen von P in Bezug 
auf drei Flächen der Schaarschaar sind homologe Punkte von drei collinearen 
Ebenen, und letztere erzeugen die >’. Da nun jeder Ebene, welche P mit 
einer Doppelaxe von /” verbindet, eine Ebene von ZI” conjugirt ist, so er- 
giebt sich: 

Die Ebenen des Büschels I” berühren jede Fläche dritter Classe, deren 
Tangentialebenen den Ebenen eines Punktes P conjugirt sind. 

Zwei solche &° haben ausser Z/” noch einen Ebenenbüschel dritter 
Ordnung /” mit einander gemein; denn wenn von den zwei conjugirten 
Ebenen die eine sich um zwei Punkte, d. h. um eine Gerade / dreht, so 
beschreibt die andere, da sie die Pole der ersteren verbindet, im Allgemeinen 
einen Ebenenbüschel dritter Ordnung Z”. 


#) ». Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 8.7. 
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Mit einer beliebigen jener 2’ hat nun /” neun Ebenen gemein; eine 
derselben ist der Verbindungsebene des zugehörigen Punktes P und der 
Geraden ! eonjugirt, jede der übrigen acht dagegen ist einer Ebene von P 
und einer anderen Ebene von ! und folglich der Schnittlinie qg von zwei 
Ebenen eonjugirt bezüglich der Schaarschaar. Daraus folet: 

sime beliebige Gerade I schneidet im Allgemeinen acht Doppelaxen des 
Ebenenbüschels I”; die Doppelaxen von I" liegen demnach auf einer Fläche 
achter Ordnung, welche zugleich den gemeinschaftlichen Poltetraedern von je 
zwei Flächen der Schaarschaar umschrieben ist. 

Diese geradlinige F? wird von jeder Ebene des Büschels /” dreifach 
berührt; sie schneidet sich selbst in einer haumeurve, welche mit jeder 
Doppelaxe sechs und mit jeder Ebene von Z"” achtzehn Punkte gemein hat (27.). 

29. Eine &° der Schaarschaar ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 
zwei ihrer Berührungsebenen willkürlich angenommen werden. Bilden nun 
diese beiden Ebenen irgend ein Ebenenpaar des linearen F-Svstemes sechster 
Stufe, so sind sie einander auch hinsichtlich jener &° conjugirt, und ihre 
Pole bezüglich der P’ liegen folglich auf ihrer Schnittlinie, sodass letztere 
mit ihrer eigenen Polare zusammenfällt. Mit anderen Worten: 

Die Doppellinien aller Ebenenpaare des linearen F’-Systemes sechster 
Stufe liegen auf den Flächen der zugehörigen P-Schaarschaar. 

Wenn umgekehrt eine Gerade auf einer ‘dieser Flächen liegt, so 
ochen durch sie zwei Ebenen, welehe einander in Bezug auf noch zwei 
beliebige $#° der Schaarschaar eonjugirt sind (21.) und folglich ein Ebenen- 
paar des F’-Svstemes bilden. 

30. Das lineare F’-System sechster Stufe enthält unendlich viele 
Ebenenpaare, deren Doppellinien durch einen gegebenen Punkt P gehen. 
Alle diese Ebenenpaare umhüllen eine Kegeltläche dritter Ulasse (28.) und 
ihre Doppellinien liegen auf einer Kegeltläche dritter Ordnung; und zwar 
ist letztere die 'Tripel- oder Kernfläche der doppelt unendlich vielen (8.) 
Flächen des Systemes, welche P zum Doppelpunkte haben. Daraus folgt: 

Die Geraden aller Flächen der Schaarschaar bilden einen Strahlen- 
complex dritten Grades. 

Zu diesem Gomplexe gehören alle Strahlen der acht zweifachen Ebenen 
des F’-Systemes; die 28 Sehnittlinien dieser acht Ebenen sind Doppelstrahlen 
des Complexes. Auch die Tangenten jeder singulären Fläche der Schaar- 
schaar sind Complexstrahlen; die Doppelebene dieser Fläche enthält ausser- 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIL Heft 1. 10 











74 Reye, lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades. 






dem einen zum Complexe gehörigen Strahlenbüschel erster Ordnung, dessen 
Mittelpunkt auf der ihr conjugirten Doppelaxe von I" liegt. 

Man erhält alle in emer beliebigen Ebene liegenden Complexstrahlen, 
wenn man von allen die Ebene berührenden Flächen der Schaarschaar die 
übrigen gemeinschaftlichen Berührungsebenen construirt und mit der ge- 
gebenen zum Durchsehnitt bringt (vel. 21... Auch aus dieser Construction 
ergiebt sich, dass der Strahleneomplex vom dritten Grade ist; denn durch 
Jeden Punkt der Ebene gehen im Allgemeinen drei jener Schnittlinien. 

31. Bilden die Punkte A, B, C ein Poldreieek von irgend einer sin- 
gulären 2° der Schaarschaar, so geht durch dieselben eine Raumeurve 
dritter Ordnung, welche zugleich von zwei beliebigen anderen (23.) und 
folelich von allen Flächen der Schaarschaar eine Poleurve ist. Also: 

ls giebt dreifach unendlich viele kubische Poleurven der P’-Schaar- 
schaar; jede von ihnen schneidet die Ebenen der singulären b* in Poldreiecken 
dieser Curven zweiter Classe (18.). 

Da eine beliebige dieser Poleurven von jedem Ebenenpaar des linearen 
F-Systemes sechster Stufe in einem Polsechseek der Schaarschaar ge- 
schnitten wird, und drei Eekpunkte eines solehen Sechsecks beliebig auf 
der Poleurve angenommen werden können, so ergiebt sich ferner: 

Es giebt sechsfach unendlich viele Polsechsecke der P°’-Schaarschaar : 
dieselben sind den kubischen Polcurven eingeschrieben. 

Wird irgend eine der kubischen Poleurven von einer Doppelaxe des 
Büschels Z'" in zwei Punkten P, Q geschnitten, so kann ihr ein Polfünfeck 
der J’-Schaarschaar eingeschrieben werden, von welchem P und O zwei 
Kekpunkte sind; diejenige Ebene nämlich, welehe der Doppelaxe eonjugirt 
ist bezüglich der Schaarschaar, schneidet die Poleurve in den übrigen drei 
kekpunkten (18.). Die zehn Flächen des Polfünfeeks sind Ebenen, und 
die zehn Kanten sind Doppelaxen des Büschels 7”; die fünf Eckpunkte 
sind folglich vierfache Punkte des geometrischen Ortes F” aller Doppelaxen. 

32. Wenn die $b’-Schaarschaar ein Polfünfeck besitzt, so ist jede 
Doppelaxe von 1” Kante eines Polfünfecks der Schaarschaar. 

Denn jenem ersten Polfünfeek kann eine Kaumeurve dritter Ordnung 
umschrieben werden, welche eine beliebige Doppelaxe von /"” zweimal 
schneidet; und da diese Curve eine kubische Poleurve der Schaarschaar 
ist, so ist der Satz bewiesen (31.). Es lässt sich zeigen, dass diese Pol- 
eurve allen Polfünfecken der Schaarschaar umschrieben ist, dass sie also 
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alle Doppelaxen von 7” zweimal schneidet und eine vierfache Linie des 
Ortes F” dieser Doppelaxen ist. 

Im Allgemeinen nun ist keineswegs jede Doppelaxe von 7” die 
Kante eines Polfünfecks der Schaarschaar: denn ist ABCD das gemein- 
schaftliche Poltetraeder von irgend zwei Flächen der Schaarschaar und sind 
seine Kanten AB und CD einander eonjugirt bezüglich irgend einer dritten 
Fläche derselben, so sind AB und CD Doppelaxen von /": aber nur, wenn 
auch BC und DA einander eonjugirt sind bezüglich der dritten &’, sind AB 
und CD Kanten eines Polfünfeeks der Schaarschaar. Daraus folgt: 

Drei beliebige Flächen zweiter Classe haben im Allgemeinen kein Pol- 

fünfeck mit einander gemein. 
33. Es scheint noch nieht bemerkt worden zu sein, und wurde auch 
von mir übersehen *), dass hiernach die ersten Polaren aller dureh einen 
Punkt S gehenden Ebenen bezüglich einer $’ eine specielle P’-Schaarschaar 
bilden. Denn es giebt*”) unendlich viele Fünfecke, welche mit S zu- 
sammen Polsechsecke der 2° bilden, also Polfünfeeke aller jener ersten 
Polaren sind; und die Doppelaxen des zugehörigen Ebenenbüschels sechster 
Ordnung 7” schneiden sich nicht, wie ım allgemeinen Falle, paarweise in 
den Punkten einer Raumeurve achtzehnter Ordnung (28.), sondern zu vieren 
auf einer dureh S gehenden Raumeurve dritter Ordnung. 

Die D’-Schaarschaar ist u. A. dann eine specielle, wenn einzelne 


ihrer Flächen sich auf Punktenpaare oder auf zweifache Punkte redueiren, 


wenn ihre Flächen von allen Ebenen eines Ebenenbüschels erster, zweiter 


oder dritter Ordnung berührt werden, oder wenn sie sich in einzelnen Punkten 
gegenseitig berühren. Demnach bilden z. B. alle #°, welche dureh drei 
gegebene Punkte gehen oder eine Ebene in einem gegebenen Punkte be- 
rühren, oder von welchen drei Paare eonjugirter Punkte willkürlich ange- 
nommen sind, ein specielles F’-System sechster Stufe. Selbst dasjenige 


System ist kein allgemeines, von dessen acht zweifachen Ebenen irgend vier 


durch einen Punkt gehen oder irgend zwei zusammenfallen. 


S6. Das lineare F’-System fünfter Stufe und das lineare @’-Gewebe dritter Stufe. 
34. Das lineare F*-System fünfter Stufe stützt ein lineares P'-Ge- 
webe dritter Stufe und ist durch vier linear unabhängige Flächen desselben 


*) Dieses Journal, Bd. 77, S. 287, vorletzer Absatz. 
*#*) Dieses Journal, Bd. 78, S. 117. 
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bestimmt. Es enthält im Allgemeinen keine zweifachen Ebenen, dagegen 
doppelt unendlich viele Ebenenpaare, von deren Ebenen je vier durch eine 
beliebige Gerade gehen (14.). Also: 

Die Ebenenpaare des linearen F’-Systemes fünfter Stufe umhüllen eine 
Fläche vierter Classe Pb’; sie bestehen aus je zwei Ebenen, welche bezüglich 
aller Flächen des zugehörigen P’-Gewebes dritter Stufe einander conjugirt 
sind. Die Fläche $* ist zugleich der Ort aller Ebenen, in welchen die sin- 
qulären P’ des Gewebes liegen (vgl. 26. und 9.). 

Man nennt $" die Kernfläche des linearen d°-Gewebes dritter Stufe: 
zu ihren Berührungsebenen gehören die Flächen des gemeinschaftlichen 
’oltetraeders von je zwei &* des Gewebes. 

Das lineare $’-Gewebe dritter Stufe enthält im Allgemeinen zehn 
Punktenpaare (13.); also: 

Es giebt im Allgemeinen zehn Paare P, P' von Punkten, die einander 
bezüglich aller Flächen des linearen F’-Systemes fünfter Stufe conjugirt und 
insbesondere durch jedes Ebenenpaar des Systemes harmonisch getrennt sind. 
Die zehn Verbindungslinien PP’ dieser Punktenpaare liegen auf der Kern- 
fläche P'; 
denn jede durch eine PP’ gehende Ebene enthält eine singuläre 4° des 
(sewebes, nämlich eben das Punktenpaar P, P". 

39. Alle FÜ des Systemes, welche einen beliebigen Punkt zum 
Doppeipunkt haben, bilden einen Büschel eoncentrischer Kegelflächen (8.), 
sodass im Allgemeinen drei derselben Ebenenpaare sind (vgl. 11... Alle &° 
des Gewebes, welche eine beliebige Ebene « berühren, bilden eine Schaar- 
schaar und berühren noch sieben andere Ebenen ?; durch jede in « liegende 
Doppellinie eines Ebenenpaares des FÜ-Systemes geht eine von den sieben Ebenen 
pP, und zwar ist dieselbe durch das Ebenenpaar harmoniseh von « getrennt. 
Da bezüglich der Schaarschaar je zwei dureh «@ und eine 5 harmonisch 
getrennte Ebenen einander eonjugirt sind, so ist leicht umgekehrt zu beweisen, 
dass in jeder der sieben Geraden «5 zwei hinsichtlich des #°-Gewebes 
conjugirte Ebenen sich schneiden. Daraus folgt: 

Die Doppellinien aller Ebenenpaare des linearen F’-Systemes fünfter 
Stufe bilden ein Strahlensystem dritter Ordnung siebenter Classe. Jede der- 
selben liegt auf einer Schaar von «’ des linearen Gewebes dritter Stufe. 
Zugleich ergiebt sich der Doppelsatz: 
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Alle Ebenenpaare, deren Doppel- Alle Punktenpaare, deren Ver- 
linien in einer gegebenen Ebene lie- bindungslinien dureh einen gegebenen 
sen, bilden ein F’-System vierter Punkt gehen, bilden ein P’-Gewebe 
Stufe siebenten Grades. vierter Stufe siebenten Grades. 


36. Das $’-Gewebe dritter Stufe ist bestimmt durch eines seiner zehn 
Punktenpaare PP’ und drei beliebige andere von seinen Flächen, und letztere be- 
stimmen für sich allein eine Schaarschaar des Gewebes. Nun ist aber P Mittel- 
punkt einer Kegelfläche dritter Ordnung, deren Strahlen auf den Flächen der 
Schaarschaar liegen (30.), und in jedem dieser Strahlen schneiden sich zwei 
lübenen, die bezüglich der Schaarschaar (29.) und folglieh auch bezüglich 
des Gewebes einander conjugirt sind. Sind unter den vier &’, durch welche 
wir uns das Gewebe bestimmt denken, zwei Punktenpaare PP und 00", 
so eehen durch die Gerade PQ zwei Ebenen, welche (21.) bezüglich der 
übrigen beiden $°’, also auch bezüglich des Gewebes einander conjugirt 
sind. Hieraus ergiebt sich: 

Dem Strahlensysteme dritter Ordnung siebenter Classe gehören zwanzig 
Kegelflächen dritter Ordnung an, deren Mittelpunkte die zehn Punktenpaare 
PP’ des b’-Gewebes sind. Jede dieser Kegelflächen geht durch die achtzehn 
Punkte der neun Paare, welchen ihr Mittelpunkt nicht angehört. 

37. Die zehn Punktenpaare PP’ sind die (reellen oder imaginären 
Ordnungspunkte von zehn involutorischen Punktreihen, die in den Geraden PP’ 
liegen, und jede Fläche des linearen F-Svstemes fünfter Stufe, die einen 
Punkt dieser zehn Punktreihen enthält, geht auch dureh den zugeordneten 
Punkt. Die Gerade PP’ liegt deshalb auf jeder F’ des Systemes, welche 
dureh zwei einander nicht zugeordnete Punkte der Geraden geht. 

Wenn nun das $’-Gewebe ein Polsechseck besitzt, so gehören alle 
diesem Sechseek umschriebenen F’ dem Systeme an. Durch zwei beliebige 
Punkte von PP’ aber gehen unendlich viele dieser F’; dieselben schneiden 
sich in PP’ und in der kubischen Poleurve des P’-Gewebes, welche dem 
Polsechseek umschrieben werden kann, und PP’ schneidet diese Poleurve 
zweimal. Die Punkte P und P’ sind einander conjugirt bezüglich aller 
durch die Poleurve gehenden F’, also auch bezüglich der Poleurve selbst. 
Letztere wird von jeder nicht durch sie gehenden F’ des Systemes in einem 
Polsechseck des Gewebes geschnitten. Insbesondere ergiebt sich: 


Wenn eine kubische Polcurve des linearen b’-Gewebes dritter Stufe 
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existirt, so liegen die zehn Punktenpaare PP auf zehn Secanten derselben 


und ihre Punkte sind einander bezüglich dieser Poleurve conjugirt. 


38. Daraus folgt u. A. der bekannte Satz, dass zwei beliebige Raum- 
eurven dritter Ordnung, die nicht auf einer und derselben F’ liegen, zehn 
semeinschaftliche Secanten haben. Legt man nämlich durch jede von ihnen 
drei F° beliebig hindurch, so bestimmen diese sechs F’? ein lineares F’- 
System finfter Stufe. Auf dieses aber stützt sich ein lineares $’-Gewebe 
dritter Stufe, von welchem die beiden Raumeurven zwei kubisehe Poleurven 
sind, und die zehn Punktenpaare PP’ des Gewebes liegen auf zehn gemein- 
schaftlichen Secanten dieser Poleurven. Jede «„emeinschaftliche Secante 
hat mit den Poleurven und mit den Flächen des F’-Systemes je zwei zu- 
geordnete Punkte einer mvolutorischen Punktreihe gemein, deren Ordnungs- 
punkte ein Punktenpaar PP’ des Gewebes bilden. 

Ein lineares P-Gewebe dritter Stufe ist hiernach durch zwei kubische 
Poleurven, die nicht auf einer F’ liegen, völlig bestimmt. 

Wir behaupten aber auch, dass ein Iineares $’-Gewebe dritter Stufe im 
Allgemeinen zwei Poleurven dritter Ordnung besitzt, wenngleich dem folgenden 
Beweise die Annahme zu Grunde liegt, dass von den zehn Geraden PP' 
irgend fünf reell seien. 

39. Das P’-Gewebe sei gegeben dureh vier seiner Punktenpaare, 
oder besser noch dureh vier PP’, 00’, RR’, SS’ von den zehn involu- 
torischen Punktreihen, deren Ordnungspunkte von seinen zehn Punktenpaaren 
&ebildet werden. Dann handelt es sich darum, zwei Raumeurven dritter Ord- 
nung nachzuweisen, welche je zwei zugeordnete Punkte dieser vier Punkt- 
reihen enthalten: denn diese beiden Raumeurven sind die gesuchten Pol- 
eurven des (Gewebes. — Wir können nun die Verbindungslinie TT' irgend 
eines fünften Punktenpaares des Gewebes sowohl mit PP’ als auch mit 00' 
durch einen Flächenbüschel des linearen F’-Systemes fünfter Stufe verbinden. 
Durch jeden Punkt von RR’ gehen zwei F° dieser beiden Büschel und 
schneiden sich in TT und einer Raumeurve dritter Ordnung, welche je zwei 
zugeordnete Punkte der drei Punktreihen PP’, 00’, RR’ enthält. Mit 7T' 
und ihrer Secante AR’ kann die haumeurve durch eine F? des Systemes 
verbunden werden, und alle auf die angegebene Weise eonstruirten Raum- 
eurven dritter Ordnung liegen folglich auf den Flächen des F°’-Büschels, 


welcher dem F’-Systeme fünfter Stufe angehört und durch die Geraden TT’ 
und RR’ geht. 
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Die Knotenlinie dieses F°’-Büschels wird von den Geraden TT', RR 
und zwei sie schneidenden Geraden a, v» gebildet, und da die ersteren zwei 
Seeanten der Raumeurven sind, so haben die Geraden a, © mit jeder der 
Raumeurven einen Punkt gemein. Daraus aber folet, dass die beiden F’°- 
Büschel des Systemes, welehe TT’ mit PP’ resp. 00’ verbinden, dureh die 
Raumeurven dritter Ordnung projeetivisch auf einander bezogen sind, indem 
beide zu den Punktreihen # und oe perspeetivisch sind. Alle jene Raum- 
eurven liegen folglich auf einer Fläche vierter Ordnung, welche mit SS’ im 
Allgemeinen vier Punkte gemein hat. Aber diejenige von den Raumeurven, 
welche durch einen dieser vier Punkte geht, muss auch den zugeordneten 
Punkt von SS’ enthalten (37.). 

ls giebt also wirklich im Allgemeinen zwei Raumeurven dritter Ord- 
nung, welche je zwei zugeordnete Punkte der vier involutorischen Punkt- 
reihen PP’, 00’, RR’, SS’ enthalten: oder: 

Das lineare D’-Gewebe dritter Stufe hat im Allgemeinen zwei kubische 
Poleurven; auf den zehn gemeinschaftlichen Secanten derselben liegen die zehn 
Punktenpaare des Gewebes. Jede dieser Poleurven wird von den doppelt un- 
endlich vielen Flächen zweiter Ordnung, welche durch die andere gehen, in 
Polsechsecken des Gewebes geschnitten. Die Ebenen dieser & Polsechsecke 
mhüllen die Kernfläche P’ des Gewebes, und alle den Polsechsecken umschrie- 
benen F’ stützen das Gewebe und bilden ein lineares F -System fünfter Stufe. 

Die Kernfläche Z2* kann auch definirt werden als Ort einer Ebene. 
welche die beiden kubischen Poleurven des P’-Gewebes in sechs Punkten 
eines Kegelschnittes trifft. 

40. Das lineare &°-Gewebe dritter Stufe ist schon dann ein specielles, 
wenn irgend fünf von den Verbindungslinien seiner zehn Punktenpaare PP’ 
eine beliebige Gerade schneiden oder wenn seine beiden kubischen Poleurven 
einen Punkt mit einander gemein haben: denn in diesen Fällen können die 
beiden Poleurven durch eine F?° verbunden werden, was im Allgemeinen 
nicht möglich ist. Liegen die beiden Poleurven auf einer F?, so reichen 
sie nieht einmal aus zur Bestimmung des ’-Gewebes (vgl. 38.); vielmehr 
kann alsdann noch eine das Gewebe stützende F’ beliebig angenommen 
werden. Dieser Specialfall tritt namentlich dann ein, wenn das Gewebe 
ein Polfünfeek und folglich unendlich viele kubische Poleurven besitzt *). 


*) Die ohne Beweis aufgestellten letzten beiden Sätze meiner Arbeit über Polfünfecke 
und Polsechsecke (dieses Journal Bd. 77, S. 287) gelten also nur für vier beliebige Flächen 
eines so speeialisirten linearen D’-Gewebes dritter Stufe. 
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wie z. B. das Gewebe der ersten Polaren aller Ebenen bezüglich einer P°: auf 
den zehn Kanten dieses Polfünfecks liegen alsdann die zehn Punktenpaare PP’ 
des Gewebes. Dass alle F*, welche eine $° stützen, ein speeielles lineares 
F-System fünfter Stufe bilden, wurde bereits an anderer Stelle *) hervor- 
ochoben. 

+1. Das lineare F'-System fünfter Stufe ist u. A. dann ein specielles, 
wenn es einzelne oder unendlich viele Doppelebenen enthält. wenn seine 
K“lächen einzelne oder unendlich viele Punkte mit einander gemein haben, 
oder wenn in Bezug auf dieselben mehr als zehn Paare eonjugirter Punkte 
existiren. Z. B. alle F*, welche ein Polsechstlach mit einander gemein haben. 
oder die einem Tetraeder umschrieben werden können, oder welehe durch 
eine gegebene Gerade und einen beliebigen Punkt gehen, bilden ein sehr 
speeielles F-System fünfter Stufe. — Das lineare $’-Gewebe dritter Stufe 
ist ein specielles, wenn z.B. alle seine Flächen einzelne Ebenen oder auch 
die Ebenen eines Ebenenbüschels erster oder zweiter Ordnung berühren. 
wenn einzelne oder unendlich viele dieser Flächen sich auf zweifache Punkte 
redueiren, wenn das Gewebe unendlich viele Punktenpaare enthält, oder 
wenn von seinen Flächen zwei und folglieh unendlich viele in einer Ebene 
liegen. >elbst dasjenige Gewebe ist kein allgemeines, von dessen zwei 


kubischen Poleurven eine in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfällt. 


$ i. Die linearen F’-Systeme und P’-Gewebe vierter Stufe. 
42. Das lineare F’-System vierter Stufe stützt ein lineares &’-Ge- 
webe vierter Stufe und ist durch beliebige fünf Flächen desselben bestimmt. 
ls enthält unendlich viele Ebenenpaare: die Ebenen derselben sind einander 
eonjugirt bezüglich aller Flächen des Gewebes. Das $’-Gewebe dagegen 
enthält unendlich viele Punktenpaare, und zwar sind deren Punkte einander 
conjugirt bezüglich aller F’ des Svstemes. Im Allgemeinen gelten für diese 
Paare die Sätze (13. und 12.): 

Der Ort aller Ebenenpaare des li- Der Ort aller Punktenpaare des 
nearen F-Systemes vierter Stufe ist linearen b’-Gewebes vierter Stufe ist 
ein Ebenenbüschel zehnter Ordnung eine Raumeurve zehnter Ordnung C': 
I"; der Ort ihrer Doppellinien ist 


eine Fläche zehnter Ordnung F. 


der Ort ihrer Verbindungslinien ist 
eine Fläche zehnter Classe P", 

45. Wenn ein Punkt P der Mittelpunkt von mehr als einer Kegel- 
fläche des F’-Systemes ist, so liegt er auf C" und ist ein dreifacher Punkt 


*) In meiner „Erweiterung der Polarentheoriealgebr.Flächen *, dieses Journal Bd.7s, 5.108. 
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von F". Denkt man sich nämlich das F’-System bestimmt durch zwei 
jener Kegelflächen und irgend drei andere F’, so schneiden sich die Polar- 
ebenen von P bezüglich dieser drei F* in einem Punkte P’, welcher zu 
P eonjugirt ist hinsichtlich aller #° des Systemes; die beiden Kegeltllächen 
aber bestimmen einen Büschel eoncentrischer Kegelflächen des Systemes, 
und dieser Büschel enthält im Allgemeinen drei Ebenenpaare, deren Doppel- 
linien sonach durch P gehen. Denkt man sieh anderseits das lineare &b’- 
Gewebe vierter Stufe bestimmt durch ein Punktenpaar PP’ und irgend vier 
andere &°, so ergiebt sich (35.), dass P Doppelpunkt von unendlich vielen 
F* ist, welche diese vier und folglich alle &° des Gewebes stützen, und 
ferner (34.), dass durch PP’ vier Ebenen gehen, welchen bezüglich des 
Gewebes vier andere Ebenen eonjugirt sind. Also: 


In jedem Punkte P der Raumcurve In jeder Ebene des büschels I" 
U" schneiden sich drei Gerade der liegen drei Gerade der Fläche P; 
Fläche F'; die drei Ebenenpaare des die drei Punktenpaare des b’-Ge- 
F’-Systemes, deren Doppellinien sie webes, deren Verbindungslinien sie 
sind, bilden die drei Paar Gegenflächen sind, bilden die drei Paar Gegenpunkte 
eines vollständigen Vierkantes. Die eines vollständigen Vierseites. Der 
Raumeurvee C'. enthält alle mehrfachen büschel I enthält alle mehrfachen 
Punkte der Fläche F". Berührungsebenen der Fläche P". 

Auf jeder Geraden von F liegen Durch jede Gerade PP’ von «b' 
vier Punkte con C". gehen vier Ebenen von 1"; 


die vier ihnen eonjugirten Ebenen des Büschels Z"" bilden ein Tetraelder, 
welchem die Gerade PP’ in Bezug auf alle &° des Gewebes conjugirt ist (17.). 
Jede Gerade, in welcher mehr als zwei Ebenen von /"" sich schneiden, 
ist hinsichtlich des Z’-Gewebes einem Tetraeder eonjugirt und liegt auf 2". 
44. Die Raumeurve C" ist also eine dreifache Curve der Fläche F 
und der Büschel /"” besteht aus dreifachen Berührungsebenen der Fläche 2". 
Jede Gerade von 2" schneidet die Fläche F” in zwei dreifachen und vier 
einfachen Punkten; erstere liegen auf C und bilden ein Punktenpaar des 
b’-Gewebes. Durch jede Gerade von F" gehen zwei dreifache und vier 
einfache Berührungsebenen der Fläche 2"; erstere gehören zum Ebenen- 
büschel /"” und bilden ein Ebenenpaar des linearen F’-Systemes vierter 
Stufe. 
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Die Doppellinie eines beliebigen 
Kbenenpaares des F’-Systemes wird 
(43.) von vier Paar anderen Doppel- 
linien in vier Punkten von € ge- 
schnitten: jedes dieser vier Paare ist 
dure' das Ebenenpaar harmonisch 
getrennt. Eine beliebige Gerade der 
“Jäche F" kann also mit acht an- 
deren durch Ebenen verbunden wer- 
den, welche die F" doppelt berühren. 
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Die Verbindungslinie PP’ eines 
beliebigen Punktenpaares (des &*- 
(sewebes liegt (43.) mit vier Paar 
anderen solchen Verbindungslinien 
in vier Ebenen von 72"; jedes dieser 
vier Paare ist durch das Punktenpaar 
harmonisch getrennt. Eine beliebige 
(Gerade der Fläche &'" wird also 
von acht anderen in Doppelpunkten 
der Fläche geschnitten *). 


45. Das lineare #*’-Gewebe vierter Stufe enthält vierfach unendlich 
viele lineare $’-Gewebe dritter Stufe ; auf C’’ liegen die zehn Punktenpaare PP’ 
eines beliebigen derselben, und alle Ebenen von /" gehören seiner Kern- 
fläche ?* an. Daraus folgt die zweite Hälfte des Doppelsatzes: 


Durch die Raumcurve zehnter 
Ordnung © gehen vierfach unendlich 
viele Flächen vierter Ordnung F*. 
Eine beliebige derselben hat mit F' 
ausser Ü im Allgemeinen zehn Ge- 
rade gemein, und ist durch vier die- 
ser (reraden bestimmt. Die zehn 
Paar Ebenen von I, die in den 
zehn Geraden sich schneiden, sind 
die Ebenenpaare eines dem Systeme 
vierter Stufe angehörigen linearen 
F’-Systemes dritter Stufe, von wel- 


chem die F* die Kernfläche ist. 


Die Ebenen des Büschels zehnter 
Ordnung I" berühren vierfach un- 
endlich viele Flächen vierter Classe 
DP*. Eine beliebige dieser Flächen 
hat mit P” ausser 1" im Allgemeinen 
zehn Gerade PP' (d. h. alle Ebenen 
derselben) gemein, und ist durch vier 
dieser Geraden bestimmt. Die zehn 
Paar Punkte PP’ von C", welche in 
den zehn Geraden liegen, sind die 
Punktenpaare eines dem Gewebe vierter 
Stufe angehörigen linearen b’-Ge- 
webes dritter Stufe, von welchem die 
db die Kernfläche ist. 


46. Durch eine beliebige Gerade geht eine P’-Schaar des Gewebes 


und ein F*-Büschel des Systemes. 
Durch eine Gerade der Fläche F" 
sehen doppelt unendlich viele Flä- 


Dagegen (37.): 


Durch eine Gerade PP’ der 
Fläche &" gehen doppelt unendlich 


®) Der Ort aller Doppelpunkte von ®'” ist eine Raumeurve 30ster Ordnung. Die 
50 Doppelpunkte, welche auf einer beliebigen Fläche des F’-Systemes liegen, sind die 
Eckpunkte von zwanzig Dreiecken, deren Seiten auf ®'’ liegen und deren Ebenen zu 


I’ gehören (vgl. 37. und 46.). 
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Reye, lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades. 823 
ehen des linearen $’-Gewebes vier- viele Flächen des linearen F’°- 
ter Stufe. Dieselben haben ausser Systemes vierter Stufe.  Dieselben 
den Ebenen der Geraden noeh vier schneiden sich in PP’ und in den 
Berührungsebenen mit einander ge- Kekpunkten eines Tetraeders. 
mein. 


Das Tetraeder ist dasjenige, welchem (43.) die Gerade PP’ in Be- 
zug auf das b’-Gewebe conjugirt ist; seine Eckpunkte liegen. wie man 
leicht beweist, auf der Doppelpunktseurve von $", 

47. Wenn das lineare $’-Gewebe vierter Stufe eine kubische Pol- 
eurve besitzt, so ist es ein specielles (39.) und besitzt unendlich viele, der 
Poleurve eingeschriebene Polsechsecke: die Geraden der Fläche 2" sind 
die Kanten dieser Polsechsecke, schneiden also je zweimal die Poleurve, 
und 2" geht durch jeden Punkt der letzteren fünfmal. Noch specieller ist 
das &’-Gewebe, wenn es ein Polfünfeek, oder was auf Dasselbe hinausläuft. 
mehr als eine kubische Poleurve besitzt: das F’-System ist alsdann dem 
Polfünfeek umschrieben, der Ebenenbüschel 7" zerfällt in zehn Ebenen 
büschel erster Ordnung, deren Axen die zehn Kanten des Polfünfeeks sind, 
auf diese zehn Kanten redueirt sich die Raumeurve C"”, und die Fläche 
F' zerfällt in die zehn Ebenen des Polfünfecks. Auch dann ist das #’- 
Gewebe ein specielles, wenn es einen zweifachen Punkt besitzt, wenn alle 
seine Flächen eine Berührungsebene gemein haben, oder wenn bezüglich 
derselben irgend einer Ebene eine Gerade conjugirt ist. — Wir unterlassen 


es, Specialfälle des linearen F’-Systemes vierter Stufe hervorzuheben. 


48. Wir schliessen, ohne die linearen F-Systeme dritter. zweiter und 
erster Stufe und die linearen $°’-Gewebe von fünf. sechs. sieben und acht 


Dimensionen noch besonders zu besprechen. Denn auf diese können mit 


‘) 


Hülfe des Dualitäts-Prineipes die Sätze und Beweisführungen der $$.3 bis 6 


ohne Weiteres übertraeen werden. 


0 
o 


Strassburg i. E., den 29. April 1876. 





Druckfehler. 


Seite 19 Zeile 2 von unten lies „oder“ statt „und“, so dass es heisst ... „oder jedem 
n-fachen Punkte“. . 
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Mathematische Preisaufgaben der Jablonowskisehen Gesellschaft 
in Leipzig. 


l. Für das Jahr 1576. 

Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier’s über die Bewegung des Merkur kann die Theorie 
dieses Planeten noch nicht als endgültig abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wünscht 
eine ausführliche 

Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Kräfte, 
mit Rücksicht auf die von Laplace (in der M& :canique celeste‘, von Leverrier (in den "Annales 
de [’Observatoire und den Comptes rendus de l’Acad@mie des Sciences), von Hansen (in den Be- 
richten der Kgl. Sächs. Gesellsch. d. W. vom 15. April 1863) und von Wilhelm Weber (vergl. 
Zöllner über die Natur der Cometen, S. 333) angedeuteten Einwirkungen. Ausser der volls ständigen 
Berechnung der Störungen ist eine Vergleichung mit den Beobachtungen unerlässlich, um zu zeigen, 
bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden Constanten bestimmen lassen. Die 
Construction von Tafeln zur Ortsberechnung behält sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer 
späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 
2. Für das Jahr 1877. 

Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen während des Zeitraumes von 
1819--1545 sorgfältig untersuchte Comet I, 1519, hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche 
zu ihrer Erklärung auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels geführt haben. Da indessen 
eine genauere Untersuchung der Bahn nur über einen beschränkten Theil des Zeitraums vorliegt, 
über welchen die Beobachtungen (seit 1756) sich erstrecken, so ist eine vollständige Neu- 
bearbeitung der Bahn des Encke’schen Cometen um so mehr wünschenswerth, als die bisher ucter- 

uchten Bewegungen anderer periodischen Cometen keinen analogen widerstehenden Kinfluss ver- 
rathen haben. Die Gesellschaft wünscht eine solche vollständige Neubearbeitung herbeizuführen, 
und stellt desshalb die Aufgabe: 
die Bewegung des Encke’schen Cometen mit Berücksichtigung aller stören- 
den Kräfte, welche von Einfluss sein können, vorläufig wenigstens inner- 
halb des seit dem Jahre 148 era Zeitraums zu untersuchen. 

Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die Gesellschaft vor, eventuell 

zum Gegenstand einer späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 
3. Für das Jahr 1878. 

Die Entwickelung des reciproken Werthes der Entfernung r zweier Punkte spielt in astro- 
nomischen und physikalischen Problemen eine hervorragende Rolle. In der Theorie der Transfor- 
mation der elliptisc hen Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung bewiesen 


77 +4ra* Una” Ibyıra- r) +7Tr* 37 ltr ı 
N —  0= Wu B...: r 
f >> u s u = 2. nr u Au 2 — I 95 n 1 95 1 2» 
1 7 =» | we tt | De ... — 1 1 ut | € | at te “.., 
r 
in welcher mit Rücksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive willkürliche Constante a so gross 
1a? 
gewählt werden kann, dass die Exponentialgrösse e ° vernachlässigt werden darf. Alsdann hat man 
5 +7 Ir“ 
a _ — _ 
‘ 2 PR- 1 q? 4 
—41+2e @42e @r2e re, 
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eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht zu erwarten, dass 
die vorstehende Formel gegründete Entwickelung der Störungsfunction in dem Problem der 
Körper sich für die numerische Rechnung als vortheilhaft erweisen werde. 

Die Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeuteten Gesichtspunkte aus- 
seführte Bearbeitung des Störungsproblems zu erhalten. 

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles überlässt, in welchem die nume- 
rische Anwendbarkeit des Verfahrens gezeigt werden soll, setzt sie voraus, dass das gewählte 


drei 


> Bei- 
spiel hinlänglichen Umfang und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der vorgeschlagenen Methode 
und ihr Verhältniss zu den bisher angewandten hervortreten zu lassen, Preis 700 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft im besondern 
Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer 
oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirt, ferner mit 
einem Motto versehen und von einem versiegelten UGouvert begleitet sein, das auf der Aussenseite 
das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit 
der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres und die Zusendung 
ist an den Secretär der Gesellschaft (für das Jahr 1576 Geh. Hofrath Prof. Dr. Hankel) zu richten. 
Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im 
März oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
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Ueber die Ableitung eines neuen elektrodynamischen 
Grundgesetzes. 


(Von Herrn R. Clausius in Bonn.) 


h einer kurzen Mittheilung vom 6. December v. J. *) habe ich ein 
neues elektrodynamisches Grundgesetz aufgestellt, dem ich in einer zweiten 
Mittheilung vom 7. Februar d. J.**) noch eine etwas vereinfachte Form ge- 
geben habe. Es möge mir nun gestattet sein, die zu seiner Begründung 
nothwendige Auseinandersetzung folgen zu lassen, indem ich zeige, wie man 
es, ohne auf speeielle Betrachtungen über die Natur der elektrodynamischen 
Kräfte einzugehen, mit Hülfe ganz allgemeiner und schon vielfach 
machter Voraussetzungen aus feststehenden 'T’'hatsachen ableiten kann. 


ge- 


$.1. Verschiedene Ansichten über die strömende Elektrieität. 

Herr W. Weber hat bekanntlich alle elektrodynamischen Erscheinungen 
auf ein Grundgesetz zurückzuführen gesucht, welches die Kraft bestimmt. 
die zwei bewegte Elektrieitätstheilchen auf einander ausüben. Seien näm- 
lich e und e’' die beiden in Punkten eoncentrirt gedachten Elektrieitätstheil- 
chen, und r ihr gegenseitiger Abstand zur Zeit t, so besteht die 


il 


von den 
Theilchen auf einander ausgeübte Kraft nach Weber in einer Abstossung 
von der Stärke 

ee' I ’a\N , 2 dr 

ge” | L- ce’ \di ) 7 e E di? 
worin e eine Uonstante bedeutet. 

Bei der Ableitung dieser Formel ist Herr Weber von der Vorstellung 
ausgegangen, dass bei einem galvanischen Strome in jedem Leiterelemente 
gleiche Mengen positiver und negativer Elektrieität sich mit gleichen Ge- 
schwindiskeiten nach entgegengesetzten Seiten bewegen. Diese Vorstellung 
ist eine so complieirte, dass schon viele Physiker daran Anstoss genommen 
haben. Solange nicht zwingende Gründe für die Annahme einer solchen 


*) Sitzungsberichte der Niederrheinischen Gesellschaft für Natur- und Heilkunde 


=#) Sitzungsberichte 1876, S. 18 und Pogg. Ann. Bd. 157, 5.489. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 2. 12 
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Doppelbewegung vorliegen, darf man die einfachere Vorstellung, dass ein 
Strom aus der Bewegung nur Eines Fluidums bestehe, nieht aufgeben, 
sondern muss versuchen, aus ihr die Wirkungen des galvanischen Stromes 
zu erklären. 

Der letztgenannten, schon lange und oft zum Ausdruck gelangten 
Vorstellung hat neuerdings besonders Herr Carl Neumann eine bestimmtere 
Form gegeben ”), indem er dabei sagt, dass seine Ueberlegungen vollständig 
mit denen übereinstimmen, welche Riemann schon i. J. 1854 in der 31. Na- 
turforscherversammlung ausgesprochen habe. Herr Neumann nimmt nämlich 
an, ein metallischer Leiter enthalte zwar in jedem Raumtheilchen positive 
und negative Elektrieität, aber nur die erstere sei in der Weise beweglich, 
dass sie im Leiter strömen könne, während die letztere unlöslich mit den 
ponderablen Atomen verbunden sei. 

Ueber den Punkt, ob es überhaupt nöthig ist, neben der beweglichen 
positiven Elektrieität noch eine an den ponderablen Atomen haftende nega- 
tive Elektrieität anzunehmen, oder ob sich die dieser Elektrieität zugeschrie- 
benen Kräfte auch auf andere Weise erklären lassen, können vielleicht noch 
verschiedene Ansichten geltend gemacht werden. Indessen bei der mathe- 
matischen Behandlung der Sache kann man, da die Kräfte so stattfinden, 
wie sie von solcher den Atomen anhaftenden negativen Elektrieität ausgeübt 
werden würden, jedenfalls die letztere als vorhanden voraussetzen, ohne da- 
durch schon eine feste Entscheidung über ihre wirkliche Existenz zu treffen. 
In diesem Sinne werde ich jene Vorstellungsweise so, wie sie von Herrn 


Neumann formulirt ist, den nachstehenden Betrachtungen zu Grunde legen. 


S.Z. Unvereinbarkeit des Weberschen Grundgesetzes mit der Vorstellung von nur 
Einer im festen Leiter beweglichen Elektrieität. 

Es möge nun zunächst die Frage gestellt werden, ob das Webersche 
Grundgesetz mit jener Ansicht, dass nur Eine Elektrieität im festen Leiter 
strömen könne, vereinbar ist. Dazu wollen wir als Kriterium den Erfah- 
rungssatz wählen, dass ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener 
und constanter galvanischer Strom auf ruhende Elektricität keine bewegende 
Kraft ausübt, und wollen untersuchen, ob das Webersche Grundgesetz auch 
dann noch zu diesem Satze führt, wenn man nur Eine der beiden Elek- 
trieitäten als beweglich betrachtet. 


) Berichte der K. Sächsischen Gesellschaft der Wiss. Math.-phys. Classe, 1871, 
S. 394 und 417. 
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Im Punkte x, y, z denken wir uns irgend eine Elektrieitätsmenge., 
z. B. eine Einheit positiver Elektrieität, und im Punkte x’, y', 3’ ein Element 
ds’ eines galvanischen Stromes befindlich. Die im letzteren sich bewegende 
positive Elektrieität heisse h’ds'. Diese übt nach Weber auf die ruhende 
Elektrieitätseinheit eine Abstossung aus, welche durch 


h ds’ 3 ar. N ad n u 


r dt / C di 
dargestellt wird, wobei natürlich ein negativer Werth des Ausdruckes An- 
ziehung bedeutet. Hierin können wir im vorliegenden Falle, wo die Grösse r 
sich nur durch die Bewegung der im Leiterelemente ds’ befindlichen Elek- 
trieität ändert, setzen: 


dr dr = 

dit ds 
d’r A r (/ds'\ = a s’ 
"Zi Mr dt )+ 


und in dieser letzteren Formel haben wir, wenn wir den Leiter des Stromes 
als durchweg gleich voraussetzen, so dass A in allen seinen Thheilen einen 
SE e 
N) 


r Bu . 4 VE 
und denselben Werth hat. für einen constanten Strom p=0 zu setzen. 
{ 


Dadurch geht der Ausdruck für die Abstossung über in: 


nn 14, e -[- () ter ie AlCa | 


Nimmt man nun zunächst mit Wir an, dass in dem Leiterelemente 
ds’ auch eine eben so grosse Menge negativer Elektrieität sich mit gleicher 
Geschwindigkeit nach entgegengesetzter Richtung bewege, so muss man, 
um die Abstossung, welche diese auf die ruhende Elektrieitätseinheit aus- 
üben würde, zu erhalten, dem vorigen Ausdrucke im Ganzen das negative 
Vorzeiehen geben, und ausserdem das Vorzeichen des Differentialeoeffieienten 

P 
z umkehren. Da aber dieser Differentialeoefficient nur quadratisch vor- 
kommt, so bringt die Umkehrung seines Vorzeichens keine Aenderung in 
dem Ausdrucke hervor. Die von der negativen Elektrieität ausgeübte Kraft 
würde also der von der positiven ausgeübten gleich und entgegengesetzt 
sein, so dass beide sich aufheben, und das Stromelement gar keine Kraft 
auf die ruhende Elektrieitätseinheit ausüben würde. Es ergiebt sich also, 
dass das Webersche Grundgesetz, wenn es mit der Weberschen Vorstellung 
von der doppelten Elektricitätsbewegung in Verbindung gebracht wird, mit 
dem obigen Erfahrungssatze übereinstimmt, indem nieht nur für einen ge- 
12 * 
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schlossenen Strom. 
Kraft Null wird. 
Nun wollen wir aber 


sondern auch für jedes einzelne Element desselben die 


die andere Annahme machen, dass die in dem 
Leitereiemente befindliche negative Elektrieität nicht ströme, 
mit den ponderablen Atomen verbunden sei. 


sondern fest 
Dann wird die Kraft, welche 
diese auf die ruhende Elektrieitätseinheit ausübt. durch die aus der Elektro- 


nu a h'ds’ e 
statik bekannte einfache Formel ——; dargestellt. Demnach heben sich 


diesem Falle die beiden Kräfte nicht vollständig auf, sondern es 


eine dureh die Formel 
h’ds' [ dr d’r 1 ds’ 
er? -5 ) +2r 7 ) 


dargestellte Abstossung übrig. 


s bleibt 


Die in die z-Richtung fallende Componente dieser Kraft erhält man 


. 1° . . 9 . . . 
durch Multiplieation mit „ , und es ergiebt sich daher, wenn man diese 


‚ . dX . » \ ni 
Componente mit 7, ds’ bezeichnet, folgende Gleichung: 


(1.) ds ze . a en +2r Sn ]as 


Diese Gleichung muss nach s’ über u ganzen geschlossenen Strom inte- 
orirt werden, um die Grösse &, 
Kraft, 
ejtätseinheit ausübt, zu erhalten. 


nämlich die in die «-Richtung fallende 
Componente der welche der ganze Strom auf die ruhende Elektri- 


Dazu wollen wir mit dem auf der rechten Seite stehenden Ausdrucke 


Man kann setzen: 
c— ac dyr en PN”, un r d’yr 
———2 und — It (z | | = 4 


r? dx r? ie ’ ds’ 


noch einige Umformungen PER 


Dadurch geht die Gleichung (1.) über in: 


—_— «ds Re > 
ds’ ce’ dt 
Hierin kann man weiter setzen: 


DR dX 18’ sh’ «1 dy r er ds’ 


dz ds’ 


dyrd’yr d er) dyr d’yr 


dx ds’ ds’ ds' ds’dx 


d /dyr dyr\ A| =) 
ds’ \dz ds / a ds’ 


dx ds’ 


wodureh (2.) übergeht in: 


ds ec dx ds’ 2 dx ds’ 


Bi BE... E Sh'rds'\’\ d dyrdyr 1 d ee } 
(3) ‚ds = ir gl )- (( )]}« 
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Wenn man diese Gleichung über einen geschlossenen Strom integrirt, 
so giebt das erste innerhalb der Klammer befindliche Glied, welches ein 
Differentialcoeffiecient nach s’ ist, den Werth Null. Das zweite Glied, welches 
ein Differentialeoeffieient nach x ist, kann, da die Veränderliche x von der 
Veränderlichen s’ unabhängig ist, unter dem Differentiationszeiehen integrirt 


werden. und es kommt: 


(4, RES 4h' aerlz 2 ws) ds’ 


ds 
Ganz entsprechende Ausdrücke aan sich auch für die in die y- und 
Richtung fallenden Componenten der Kraft. 

Man sieht sofort, dass das hierin vorkommende Integral nicht Null 
ist, und dass auch seine Differentialeoeffiecienten nach z, y und z im All- 
vemeinen nicht Null sein werden. Demnach müsste ein in einem ruhenden 
leiter stattfindender geschlossener und eonstanter Strom auf ruhende Elek- 
trieität eine Kraft ausüben. und zwar eine Kraft, welche ein Ergal hätt 
da ihre in die Coordinatenrichtungen fallenden Componenten, der obigen 
Gleichung nach, durch die negativen Differentialeoeffiecienten einer von den 
Coortdinaten der betreffenden ruhenden Elektrieitätseinheit abhängenden Grösse 
dargestellt würden. Der galvanische Strom müsste also, ähnlich wie ein 
mit einem Ueberschuss von positiver oder negativer Elektrieität geladener 
Körper, in jedem in seiner Nähe befindlichen leitenden Körper eine ver- 
änderte Vertheilung der Elektrieität hervorrufen”). Auch für einen Magneten 
würde man, wenn man den Magnetismus dureh ee elektrische Ströme 
erklärt, ähnliche Wirkungen auf die ihn umgebenden leitenden Körper 
erhalten. 

Solche Wirkungen sind aber, trotz der vielen Gelegenheit, die man 
dazu gehabt haben würde, nie beobachtet worden, und man wird daher den 
obigen Satz, welcher ausdrückt, dass sie nicht stattfinden, gewiss allgemein 
als feststehenden Erfahrungssatz anerkennen, woraus dann, da das in der 
Gleichung (4.) ausgedrückte Resultat diesem Satze widerspricht, der Schluss 
folgt, dass das Webersche Grundgesetz mit der Ansicht, dass bei einem in 
eimem festen Leiter stattfindenden galcanischen Strome nur die positive Elek- 
frieität sich bewegt, unvereinbar ist. 

*) Derselbe Schluss ist auch schon i. J. 1873 von Herrn Riecke gezogen (Gött. 
Nachr. 5. Juli 1575), was mir, als ich dieses schrieb, unbekannt war, worauf ich aber 


noch während des Druckes durch den eben erschienenen neusten Aufsatz von Herrn Riecke 
(Gött. Nachr. 28. Juni 1876), in welchem jener ältere eitirt ist, aufmerksam gemacht bin. 
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S- 3. Betrachtung eines von Riemann aufgestellten Kraftgesetzes unter dem obigen 
Gesichtspunkte. 


In neuster Zeit, nachdem ich meine erste Mittheilung über das von 
mir aufgestellte Grundgesetz schon veröffentlicht hatte, ist ein Werk er- 
schienen ®), in welchem ein anderes, von Riemann in seinen Vorlesungen 
mitgetheiltes elektrodynamisches Kraftgesetz angeführt wird, und es wird 
daher zweekmässig sein, im Anschlusse an das Vorige auch dieses Gesetz 
unter demselben Gesichtspunkte zu betrachten, d.h. zu untersuchen, ob es 
mit der Ansicht von nur Einer im festen Leiter beweglichen Elektrieität 
vereinbar ist. 

Seien, wie oben, e und e zwei in Punkten ceoncentrirt gedachte 
Klektrieitätstheilchen, x, y, z und x’, y', 3’ ihre rechtwinkligen Coordinaten 
zur Zeit i, so gilt für die in die z-Richtung fallende Componente der Kraft, 
welche e von e’ erleidet, nach Riemann (S. 327) folgende Gleichung: 


2 1 le'\ \ 
' dr oe 2 a) 


ee' 1 dr (/dz de dy ee dz da\’) 
” c’ r? da | di a, = Ndı 3 , 


und entsprechende Gleichungen sind für die beiden anderen Coordinaten- 
richtungen zu bilden. 

Diese Gleichung wollen wir nun wieder dazu anwenden, die Kraft 
zu bestimmen, welche ein geschlossener galvanischer Strom auf eine ruhende 
Klektrieitätseinheit ausübt. Wir setzen daher: 

dx dy dz 


SE { ee _— — A), 
. BR me 


Ferner ersetzen wir, um zunächst die Kraft zu bestimmen. welche von der 
im Leiterelemente ds sich bewegenden positiven Elektrieität ausgeübt wird, 
e' durch das Produet A’ds. Dann geht der vorige Ausdruck über in: 
ı( 2 de‘ 
EEE P 1 dr $ dy'\’ IE 
hds' 5. —- +, APR SERCAN| 
Ir? de c di ” r’ de Gr dt dt/ J 
Hierin kann das letzte Glied dadurch vereinfacht werden. dass die in der 


; B ds’\? r 3 Zu 
eckigen Klammer stehende Summe durch (7) ersetzt wird, und das zweite 


*) Schwere, Elektrieität und Magnetismus. Nach den Vorlesungen von Bernhard 
Riemann bearbeitet von Karl Hattendorff, Hannover 1876. 
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Glied möge so umgeändert werden, dass x’ und r als Funetionen von s’ 
und die Grösse s’ als Function von £ behandelt und dabei. weil der Strom 


2.0 


 ; . 
eonstant ist, —; = 0 gesetzt wird. Dann kommt: 


di 
2 da 
MERAN | 
he 51 \r (AN il cd (ds’ ö 
“ de c’ ds’ ( di ) erde \d ) 


(sehen wir nun zunächst wieder von der Voraussetzung aus, dass in 
dem Leiterelemente ds’ eine gleich grosse Menge negativer Elektrieität mit 
gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetzter Richtung ströme, so haben 
wir, um die e-Componente der von dieser Elektricitätsmenge auf die ruhende 
Elektrieitätseinheit ausgeübten Kraft darzustellen. denselben Ausdruck, wie 
vorher, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen zu bilden. Beide Kräfte 
heben sich somit auf, und es ist daher unter der Voraussetzung zweier im 
Leiter beweglichen Elektrieitäten auch das Riemannsche Kraftgesetz mit 
unserem Erfahrungssatze im Einklange. 


Machen wir dagegen die Voraussetzung, dass die im Leiterelemente 


ds‘ befindliche negative Elektrieität in Ruhe sei, so haben wir die z-Com- 
ponente der von ihr auf die ruhende Elektricitätseinheit ausgeübten Kraft 
durch 
dr 
—hds‘ 
“ dx 
darzustellen, und wir erhalten daher, wenn wir die z-Componente der Kraft 
mit welcher das Stromelement ds’ auf die ruhende Elektrieitätseinheit wirkt. 
3 ER \ u 
wieder mit „ds bezeichnen, die Gleichung: 
IS 
‚(? =) 
k : d\ 
N dX 1g' h' (ds’ ) r ds I dr M 
). üs = | u; t US. 
| ds’ ce \dt’ ds’ r de_ 
Denken wir uns diese Gleichung über einen geschlossenen Strom integrirt. B 
so giebt das erste Glied Null, und es kommt: | 
y % /=sZ 1 dr g’ i- 
e\ar/ 


oder anders eeschrieben: 


Lee) 
a; ’ PR... er) EI 
) &= (5) de 


Entsprechende Gleichungen erhält man a auch für die in die beiden 
anderen Coordinatenrichtungen fallenden Krafteomponenten. 
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Das hierin vorkommende Integral ist nieht Null und auch seine 
Differentialeoeffieienten sind es im Allgemeinen nicht. Wir erhalten also 
auch aus dem Riemannschen Gesetze dasselbe Resultat, wie aus dem Weber- 
schen, dass ein geschlossener galvanischer Strom, und ebenso auch ein 
Magnet, auf jeden in seiner Nähe befindlichen leitenden Körper eine der 
elektrostatischen Influenz ähnliche Wirkung ausüben müsste. Da dieses 
unserem Erfahrungssatze widerspricht, so können wir auch von dem Rie- 
mannschen (resetze sagen, 


































dass es mit der Vorstellung von nur Einer im 
festen Leiter beweglichen Elektricität nicht vereinbar ist. 


Ss. 4. Ausdrücke der Krafteomponenten für ein specielles Coordinatensystem. 

Wir wollen nun dazu schreiten, für die Kraft, welehe ein bewegtes 
Klektrieitätstheilchen e von einem anderen bewegten Elektrieitätstheilchen e' 
erleidet, solche Ausdrücke abzuleiten, die auch unter der Voraussetzung, 
dass es nur Eine im festen Leiter bewegliche Elektrieität gebe, den Erfah- 
rungssätzen entsprechen. 

(zemäss der Annahme, dass die Kraft von der gegenseitigen Lage 
der 'Theilehen und von ihren durch die Geschwindigkeitscomponenten und 
Beschleunigungseomponenten bestimmten Bewegungszuständen abhänge, 
bilden wir für jede der drei in die Coordinatenriehtungen fallenden Compo- 
nenten der Kraft einen allgemeinen Ausdruck. welcher von den relativen 
Coordinaten des einen Theilchens zum anderen, und von den nach der Zeit 
genommenen Differentialeoetficienten erster und zweiter Ordnung der Coor- 
(linaten beider Theilchen abhängt: Im diesen Ausdruck nehmen wir vorläu- 
fig alle mögliehen Glieder bis zur zweiten Ordnung auf, wobei unter Gliedern 
zweiter Ordnung alle Glieder von solehen Formen verstanden werden. wie 
sie durch zweimalige Differentiation nach f entstehen können, die also ent- 
weder einen Differentialeoeffieienten zweiter Ordnung oder zwei Differential- 
coetfieienten erster Ordnung als Factoren haben. 

is möge nun zunächst ein rechtwinkliges Coordinatensystem von 
specieller Lage eingeführt werden. Die eine Coordinatenaxe soll nämlich 
durch die beiden Punkte gehen, in welchen die beiden Elektrieitätstheilchen 
sich zur Zeit £ gerade befinden, und zwar möge die Richtung von e’ nach 
e als die positive angenommen werden. Die auf dieser Axe gemessenen 
Coordinaten der beiden Theilchen mögen / und / sein. Die beiden anderen 
Coordinatenaxen können irgend welche auf der ersten und unter einander 





RO EEE Sn 





senkrech 
Coordina 


werden, 


Demnae] 
C‘oordina 
erste Ri 
Werth, 

ist und 

stellt we 
systems 
der Kr: 
Auch u 
heit zu 
vorkom 
wisse ( 
können 
müssen 


/-Rieht 
den die 


den B 


Kraft 


nur D 


nung 


worin 
beideı 


Das 


sich 
m-Ri 


Jou 


Clausius, Ableitung eines neuen elektrodynamischen Grundgesetzes. 93 


senkrechte Richtungen haben. Wenn dann die auf diesen Axen gemessenen 
Coordinaten der beiden Theilchen allgemein mit m, » und m’, »’ bezeichnet 
werden, so ist zur Zeit £ zu setzen: 
n=n=m=n=(. 

Demnach sind auch die auf diese beiden Richtungen bezüglichen relativen 
Coordinaten m—m’' und »—n' zur Zeit £ gleich Null, und nur die auf die 
erste Richtung bezügliche relative Coordinate 7—! hat einen angebbaren 
Werth, welcher gleich der Entfernung der beiden T'heilehen von einander 
ist und daher, der obigen Bezeichnungsweise entsprechend, durch r darge- 
stellt werden kann. Daraus folgt, dass bei Anwendung dieses Coordinaten- 
systems die Funetionen der relativen Coordinaten, welche in den Ausdrücken 
der Krafteomponenten vorkommen, nur Funetionen von r sein können. 
Auch in anderer Beziehung bietet dieses Coordinatensystem noch Gelegen- 
heit zu Vereinfachungen dar, indem aus dem Verhalten der in den Gliedern 
vorkommenden Differentialeoeffieienten unmittelbar ersichtlich ist, dass ge- 
wisse Glieder auf die betreffende Krafteomponente keinen Einfluss haben 
können, und gewisse Paare von Gliedern einen gleichen Einfluss haben 
müssen. 

Als erste zu untersuchende Krafteomponente wählen wir die in die 
/-Riehtung fallende aus. Indem wir diese mit Lee’ bezeichnen, bilden wir 
den die Grösse L bestimmenden Ausdruck. 

Dieser Ausdruck muss zunächst ein Glied enthalten, welches von 
den Bewegungen der Theilehen unabhängig ist, und die elektrostatische 


Kraft darstellt. Dieses Glied ist vollkommen bekannt und lautet 


Von den anderen Gliedern betrachten wir zuerst diejenigen, welche 
nur Differentialeoefficienten der Coordinaten des Thheilehens e enthalten. 
Die Glieder, welche nur Einen Differentialeoeffieienten erster Ord- 
nung enthalten, lauten allgemein: 
dl dm dn 
A A rg A"- =. 
dt? di ’ di’ 
worin A, A’ und A” Functionen von r bedeuten; aber in Bezug auf die 
beiden letzten lässt sich sofort ein Schluss der oben angedeuteten Art ziehen. 
.. dm _.. a #3 ., dm i . a m ” 
Das Glied AZ ändert nämlich mit jp Sein Vorzeichen. Nun verhält 
sich aber für einen in der /-Axe liegenden Punkt die negative Seite der 


m-Richtung ebenso zur /-Richtung, wie die positive Seite, und es ist daher 
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in unserem Falle, wo beide Punkte in der /-Axe liegen, kein Grund abzu- 


sehen, weshalb eine Bewegung nach der einen Seite eine 


andere Kraft in 
der /-Richtung zur Folge haben sollte, als eine Bewegung nach der 


Seite. 


anderen 
Demnach muss dieses Glied aus dem Ausdrucke verschwinden, d.h. 
es muss A’=(0 sein. Ebenso kann man auch schliessen, dass A’ —0 sein 


i : , NO cn 
muss. Es bleibt also von den obigen drei Gliedern nur A, übrig. 
Dasselbe gilt von den drei Gliedern 
I, N d’m j' d’n 
4 ar 41 di? . u | di? ’ 


von denen die beiden letzten ebenfalls verschwinden müssen. so dass nur 
das erste übrig bleibt. 
Was endlich die Glieder anbetriftt. 


Ditterentialeoeffieienten erster 


welche zwei gleiche oder ver- 


schiedene Ordnung als Factoren haben, in 
foleenden Quadrate und Produkte vorkommt: 
din? dm zu di! dm di dn dm dn 
(5) ? (5) =); di dt?” dt dt?” dtdt?’ 
so lässt sich auf die Glieder mit den zuletzt erwähnten Produkten dasselbe 
anwenden. 


welehen also eines der 


was vorher gesagt wurde. Diese Produkte ändern nämlich ihr 


«dm BE dn 
K 
di dt? 


»-Richtung die negative Seite 


Vorzeiehen mit während doch sowohl bei der m-Richtung als 


auch bei der sich zu den beiden anderen 


Axen gerade so verhält, wie die positive Seite. Glieder mit diesen Produkten 


können also in dem Ausdrucke nieht vorkommen. 


Da ferner die m- und 
»-hichtung sich zur Z-Axe geometrisch „leich verhalten, so müssen die 
dm\? dn\ ) a an > 
(Quadrate ( 17) und (2) gleiche Coefficienten haben. Die betreffenden 
{ / (dl: 
Glieder bilden also eine Summe von der Form: 
A (2) + 4[() + ee } 
ö di dt/ 
Dieser Summe wollen wir folgende etwas abgeänderte 
/di\’ di dm dn\ 
AH 
di dt di \dt) 


worin A, an die Stelle der Differenz A;— A, gesetzt ist. 


geben: 


(restalt 


Nun ist aber, wenn 


vo die Geschwindigkeit des T'heilehens e bedeutet: 
dl dm’ dn\? h 
OROHOER 
di dt. 
und die vorige Summe lässt sich daher einfacher 


(2) + Av. 


so sehreiben: 
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Fassen wir nun alle Glieder, welche nur Differentialeoefficienten der 
Coordinaten des T'heilchens e enthalten, zusammen und bezeichnen die Summe 
dieser Glieder mit L,. so kommt: 


| "E . SUP? BER 
(8.) L=A ati +Ayl,) + Ast 


Ganz entsprechend können wir, wenn wir die Summe der Glieder, 
welehe nur Differentialeoefficienten der Coordinaten des Tiheilehens e’ ent- 
halten. mit /, bezeichnen, schreiben: 

. er 
9) L= 4z AHA) + Met. 

Nun bleiben noch die Glieder zu betrachten, welche ein Produkt 
aus Differentialeoeffieienten der Coordinaten beider Theilehen. also eines der 
folgenden Produkte enthalten: 


di dl dm dm!’ dn dn' 
d dd’ d d'’ di d’ 
di dm! dl! dm dl dn’ dl!’ dn dm dn' dm’ dn 


dt d’ d dd’ dd’ di di’ dt dt’ dt di 


Bei den sechs letzten Produkten kann man wieder aus dem Umstande. 
dm dm! dn dn’ 


dt’ dt’ dt’ di 
Weise schliessen, dass Glieder mit diesen Produkten in dem Ausdrucke der 
Krafteomponente nicht vorkommen können. Auf das zweite und dritte Pro- 
dukt aber ist dieser Schluss nicht anwendbar, obwohl die Aenderung des 
Vorzeichens auch bei ihnen vorkommt. Wenn nämlich der Differential- 


dass sie mit ihr Vorzeichen ändern, ganz in der obigen 


eoeffieient = sein Vorzeichen ändert, also das Theilchen e seine in der 
m-Kichtung stattfindende Bewegung umkehrt, so verhält sich die jetzige Be- 
wegung zwar zur /-Richtung ebenso, wie die frühere, aber zu der durch 
i 

= ausgedrückten nach der m-Riehtung gehenden Bewegung des Thheilchens, 
e verhält sie sich anders. Wenn sie früher mit ihr nach gleicher Seite 
ging, so geht sie jetzt nach entgegengesetzter Seite, und umgekehrt. Die 
Coefficienten dieser beiden Produkte brauchen also nieht Null zu werden, 
aber sie müssen unter einander gleich sein, weil die »- und »-Richtung sich 
zur lI-Axe geometrisch gleich verhalten. 

Es ergiebt sich also, indem wir die Summe der Glieder, welche 
Differentialeoeffieienten der Coordinaten beider Thheilchen enthalten, mit 2, 
bezeichnen, folgende Gleichung: 

‚, di dl dm dm’ , dn dn 
In = As var aa ) 
13* 














94 Clausius, Ableitung eines neuen elektrodynamischen Grundgesetzes. 


in unserem Falle, wo beide Punkte in der /-Axe liegen, kein Grund abzu- 
weshalb eine Bewegung nach der einen Seite eine andere Kraft in 
der /-Richtung zur Folge haben sollte, als eine Bewegung nach der anderen 


Seite. Demnach muss dieses Glied aus dem Ausdrucke verschwinden, d.h. 


sehen, 


A' = sein. 


es muss Ebenso kann man auch schliessen. dass A’ —=0 sein 
muss. Es bleibt also von den obigen drei Gliedern nur A = übrig. 
Dasselbe gilt von den drei Gliedern 
z d’ , aim 4 ‚d’n 
1” I a Dr 


von denen die beiden letzten ebenfalls verschwinden missen. 
das erste übrig bleibt. 

Was endlich die Glieder anbetrifft. 
Ditterentialeoeffieienten erster 


so dass nur 


welche zwei gleiche oder ver- 


sehiedene Ordnung als Factoren haben. in 


foleenden Quadrate und Produkte vorkommt: 


din? dm er di dm di dn dm dn 
(5) I (F), 5): di dt’ dt dt?’ did?’ 


lässt sich auf die Glieder mit den zuletzt erwähnten Produkten dasselbe 
anwenden. 


welehen also eines der 


was vorher gesagt wurde. 


V sol mai «dm u dn 
oVTzZeilenen m IK 
di dt? 


»-Richtung die 


Diese Produkte ändern nämlich ihr 


während doch sowohl bei der m-Richtung als 


auch bei der negative Seite sich zu den beiden anderen 


Axen gerade so verhält, wie die positive Seite. Glieder mit diesen Produkten 
in dem Ausdrucke nieht vorkommen. 

I-Axe geometrisch 
ind = N) gleiche Coetfieienten haben. Die 


(Glieder bilden also eine Summe von der 


können also 


Da ferner die m- und 
sich zur 


(Juadrate 
el | dt / 


n-Richtung missen die 


eleich verhalten, so 
betreffenden 
Form: 

din? [ dm dn\? | 

AT )+4s (4 1) 
Dieser Summe wollen wir folgende etwas abgeänderte Gestalt & 

(dl [ dIN? dm ‚jdn ] 
Ar\ 1)+4 EICHE () 


worin A, an die Stelle der Differenz A;— A, gesetzt ist. 


eben: 


Nun ist aber, wenn 


vo die Geschwindigkeit des Thheilehens e bedeutet: 
din? dm’ dn 
re = er 
dt di dt. 

und die vorige Summe lässt sich daher 


LIE 


einfacher so sehreiben: 
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Fassen wir nun alle Glieder, welche nur Differentialeoetfieienten der 
Coordinaten des T’heilchens e enthalten, zusammen und bezeichnen die Summe 
dieser Glieder mit ZL,, so kommt: 


| we Sa ’ 
8) L = AL+Aat+Al,) + Are”. 


(sanz entsprechend können wir, wenn wir die Summe der Glieder, 
welehe nur Differentialeoeffieienten der Coordinaten des Thheilehens e’ ent- 
halten. mit /, bezeichnen, schreiben: 


1 ad’! dl\’ 
( —. ch ey 1 A.” 
(9,) L, — A 1- di? A, ) | A- ® . 


" 
Nun bleiben noch die Glieder zu betrachten, welche ein Produkt 
aus Differentialeoeffieienten der Coordinaten beider Theilehen. also eines der 
folgenden Produkte enthalten: 


di dl! dm dm!’ dn dn' 
dt di’ dd d’ dd d'’ 
di dm’ dl! dm dl dn’ dl! dn dm dn' dm’ dn 


dt di dt dd’ dd’ d d’ d di’ dt di 


Bei den sechs letzten Produkten kann man wieder aus dem Umstande. 
ih me dm dm! dn dn’ a ae n | TERDOR 
dass sie m a ır Vorzeichen ändern, eanz in der obiee 
; dt’ dt dt’ dt w 


Weise schliessen, dass Glieder mit diesen Produkten in dem Ausdrucke der 
Krafteomponente nicht vorkommen können. Auf das zweite und dritte Pro- 
dukt aber ist dieser Schluss nicht anwendbar, obwohl die Aenderung des 
Vorzeichens auch bei ihnen vorkommt. Wenn nämlich der Differential- 
eoefficient = sein Vorzeichen ändert, also das Theilchen e seine in der 
m-Kichtung stattfindende Bewegung umkehrt, so verhält sich die jetzige Be- 
wegung zwar zur /-Richtung ebenso, wie die frühere, aber zu der durch 
= ausgedrückten nach der m-Riehtung gehenden Bewegung des Thheilechens, 
e' verhält sie sich anders. Wenn sie früher mit ihr nach gleicher Seite 
ging, so geht sie jetzt nach entgegengesetzter Seite, und umgekehrt. Die 
Coeffieienten dieser beiden Produkte brauchen also nicht Null zu werden, 
aber sie müssen unter einander gleich sein, weil die m- und »-Richtung sich 
zur I-Axe geometrisch gleich verhalten. 

Es ergiebt sich also, indem wir die Summe der Glieder, welche 
Differentialeoefficienten der Coordinaten beider Thheilchen enthalten, mit 2, 
bezeichnen, folgende Gleichung: 

RR" di dl 1A dm Dr; dn =). 
di di dt dt dt dt 
13” 
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einem anderen Ausdrucke geschehen ist, umgestalten. Wir 


zunächst: 
dn dn' 
r Er 
worin A, an die Stelle der Differenz As— 4A, gesetzt ist. Nun ist aber, 
wenn & den Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen der beiden Theilchen 
e und e' bedeutet: 


dl dl! di dl! dm dm! 
L, = A, dt dt +4 di dt 7 di di 


di dl N dm dm’  dn dw 
, "zz ®dU LOSE 
d d 'd dd d ’ 
und die vorige Gleichung lässt sich daher so schreiben: 
| di di 
(0) L=A -ı Auv 0 Cose. 


"dt dt 

Nachdem wir vorstehend die einzelnen Gruppen der in Z enthaltenen 
Glieder näher bestimmt haben, erhalten wir aus ihnen die ganze Grösse 
L dureh Bildung folgender Gleichung: 


2 WERE AP. 


r? == L,+ L,+ Eu 


In ganz entsprechender Weise können wir nun auch die in die m- 
und »-Richtung fallenden Krafteomponenten, welche mit Mee' und Nee' 
bezeichnet werden mögen, behandeln; es wird aber nicht nöthig sein, auch 
diese Behandlung hier vollständig durchzuführen, sondern es wird genügen, 
die zur Bestimmung von M und N dienenden Systeme von Gleichungen ein- 


fach hinzuschreiben. Es sind die folgenden: 


_p dm .dm | di! dm 
u di +B, dt? HB: dt di’ 
_ mp Im , „ dm 5 dl dm’ 
(123: %% = BatBbean tb 
I! dm’ dl’ dm 
M. = 1. 
M; B; dt di +B:; dt dt 
\ M I M 1 + M > -r M ;* 
i dn d’n dl dn 
N =B di +Bı di? +B: dt dt? 
r _ pin d’n , dl’ dn’ 
(13.) N ts, ee aetB: di dı? 
ie ll dn! dl dn 
N, = B.- ıB. 
| - Sud“ B,; di dt’ 


N =N+N;,+N,;. 









Diese Gleichung wollen wir in ähnlicher Weise, wie es weiter oben mit 


sehreiben 
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$.5. Ausdrücke der Krafteomponenten für ein beliebiges Coordinatensystem. 

Nachdem für ein specielles Coordinatensystem die drei Krafteompo- 
nenten ausgedrückt sind, können wir daraus auch leicht die Krafteomponenten 
für ein beliebiges Coordinatensystem ableiten. 

ös sei irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingeführt, in 
welchem die beiden Elektrieitätstheilehen die Coortdinaten x, y, z und «', y', z' 
haben. Die in diese Coordinatenrichtungen fallenden Componenten der Kraft, 
welche e von e' erleidet, mögen durch Xee', Yee' und Zee' dargestellt 
werden, dann handelt es sich darum, die Grössen X, Y und Z auszudrücken. 

Um X auszudrücken, bezeichnen wir die Winkel, welche die z-Rich- 
tung mit den früher angenommenen Coordinatenrichtungen, nämlich der I-, 
m- und »-Richtung bildet, mit (Zx), (mx) und (nz). Dann ist zu setzen: 

(14) X = Leos(le)+Mcos(mx)+Neos (nr). 
Man kann aber auch die einzelnen Bestandtheile von X dureh die ent- 
sprechenden Bestandtheile von Z, HM und N ausdrücken. Bezeichnet man die 
Summe derjenigen in X vorkommenden Glieder, welche nur Differentialeoef- 
fieienten der Coordinaten von e enthalten, mit X,. die Summe der Glieder, 
welche nur Differentialeoefficienten der Coordinaten von e’ enthalten, mit X. 
und die Summe der Glieder, welche Produkte aus Differentialeoeffieienten der 
Coordinaten beider Theilchen enthalten, mit X,;, so gilt für X, die Gleichung: 
(15.) X, = L, eos(lc) + M, cos(m&)-+ N, cos (n«). 

und ebensolehe Gleichungen gelten für X, und X;. 

Setzt man nun in die vorige Gleichung für Z,, M, und N, die unter 
(8.), (12.) und (13.) gegebenen Werthe ein, und berücksichtigt bei der Addi- 
tion der drei Glieder die Gleichungen: 


dl (ie) dm ' " dn dx 
eos(/e)-+ -COoS(mr) - Cos(nt) = 
ec \ TER dt >\ dt ’ ) dt 
\ 16.) 2 ) 9 
| d’ 08 (le) 4 d’m PR: BRNGR d’n RR“ d’x 
- COS - — —- LOS[ME - COS(nE) = _ 
(ar \ dt’ \ Tan u di? ? 
so kommt: 
ö „de, B d’z _ di dx 
y, = I, u BD; 
\Aı Brad 


“ 1 / ’ . 
+[4-9Z+A-B)a+A-B)() +Ase? Jeoste). 


a u ae . y c—ı' 
Hierin substituiren wir für cos(/x) seinen Werth : u und zwar 


* [3 [2 [2 . 1 . . ” . „ 
multipliciren wir mit er die einzelnen innerhalb der eckigen Klammer 









98 


Clausius, Ableitung eines neuen elektrodynamischen Grundgesetzes. 






während wir 2 —r' 
der Klammer stehen lassen. 


stehenden Grlieder, 


als gemeinsamen Factor ausserhalb 












Ferner wollen wir für die Differentialeoefficienten von ! diejenigen 
von r einführen. dass der Abstand r der Theil- 
chen e und e' von einander zur Zeit £ einfach durch die Differenz 7—7 dar- 
gestellt wird, weil zu dieser Zeit die Coordinaten m, n, m’ 
Null sind. Will man aber die Grösse r differentiiren, 
den allgemeinen Ausdruck 


Es ist schon oben gesagt, 
und »' gleich 
so muss man dazu 


Yd—Py?+ (mm? +(n—n') 
anwenden, und erstnach vollzogener Differentiation darfman m — m’ = n—n' = 0) 
setzen. Für die Differentiation ist noch zu bemerken, 
dinaten /, 


dass sich die Coor- 
m, » nur durch die Bewegung des Theilchens e und die Coor- 
m’, n' nur durch die Bewegung des Theilchens e’ ändern, 
r sich durch die Bewegung beider Thheilchen ändert. Die den beiden ein- 
zelnen Bewegungen entsprechenden Aenderungen von r kann man dadurch 
von einander unterscheiden, 












dinaten 7, während 


dass man r als Funetion der von den beiden 
Thheilchen beschriebenen Bahnlängen s und s’, und diese Bahnlängen ihrerseits 
als Funetionen von £ betrachtet. Dann kann man die Differentiationen, welche 
er e pe 


sich nur auf die Bewegung = so ausführen: 


dr ds be [ dn "] 
U Dar -n5 + (m—m') tan 5 
d’r/ds\’., dr d’s If dl „ dm „ dn?’ 
„ee _ anne] 
ds? (z) ds dt rl d-M) di ) di rin "} di 












+5 
7 
In diesen Gleichungen kann nun 
m—-—m =n—n = 


oesetzt werden, und zugleich k 


coeffieienten von 7 folgende Ausdrücke: 


und 


[HH 


n 0 
a 


Th m—m') 
| 


if 
kann man setzen: 


HG 


Aus den dadurch entstehenden Gleichungen ergeben sich für die Differential- 


) er © 


d ") 
dt. 


dt 


m, 
str(n—n) 









)] 


' 


a di drds 
(18.) n PrE 
d’] 4 r fd 4 r ds 
( j jun _ — ! 
(19.) IP ds? 26) ( +4 ” ds di® 


d’n 


di? 


| 


















[ 
Gleichför 


in der ı 
Different 
fachen Z 


20.) 


man, UI 


L; “ 
zusetzel 


für 


erste de 


welche 


man d 


erhalte 


WOZU ! 





iv ® 
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Diese Ausdrücke haben wir in (17.) einzusetzen. wobei wir der 
. a > . . >) ds\’ 1. ° 
Gleichförmigkeit wegen auch ©’ durch (2 ) ersetzen wollen. Für die dann 


in der eckigen Klammer stehenden Funetionen von r, mit welehen die 
Differentialcoeffieienten multiplieirt sind, wollen wir zur Abkürzung die ein- 
fachen Zeichen €, C,, ©, und C, einführen. Dann lautet die Gleichung: 


m dx d: x r de ds 
> ee atrPi +B:- pr dt di 
u. RT ? Ir\ Be de 
i dr ds Y ‚ dr L ‚„/dr 3W. ds\ | ‚dr d’s) u 
tea di -[e: ds? T Gi 2) r( 5) r& de FE) 
Ganz ebenso BD: man: 
Ey | dr dx! ds’ 
A;  B,“ ee rB ds! di di 
23.) Ir ds’ : Ir d’ 
In dr ds fa;£5 ar\ 42: nad 
| rs di G; Is’ r (GE 7 I Gas daey ? <e 


Was nun noch die dritte zu bestimmende Grösse X. anbetrifft. so hat 


man, um sie auszudrücken, in die Gleichung 
A, = L,cos (le) + M,cos (mx) -+- N, cos (nx) 
für Z,, M, und X, die unter (10.), (12.) und (13.) gegebenen Werthe ein- 
zusetzen. Wenn man dann bei der Addition der drei Glieder wieder die 
erste der Gleichungen (16.) berücksichtigt, so kommt: 
di dx! ,„ dl de 


Ba tBaa 
E; NE ri 
on 2 + A,vt cosE eos (Ir). 


welche Gleichung sich dem Obigen entsprechend auch so schreiben lässt: 
| dr dx' ds dr dx ds’ 
\A: — BD. -— B- r 
ds dt dt ds' dt di 
(22.) | 
dr dr ds ds’ 
+(C, +Ü cosE)(2—') 
| ( a * dt di 
Nachdem die drei Grössen X,, X, und X, ausgedrückt sind, kann 
man die ganze Grösse X aus der Gleichung 


T 


‘ N — a ! er 
(23.) — r ‚ X, +X%+ÄX, 


>) 


erhalten. 
Ebenso kann man natürlich auch die Grössen Y und Z darstellen, 
wozu man in den vorstehenden Gleichungen nur die speciell auf die z-Axe 
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bezüglichen Grössen durch die entsprechenden, auf die y-Axe oder auf die 
z-Axe bezüglichen Grössen zu ersetzen hat, während man alles auf r be- 
zügliche unverändert beibehält. 





is kommt nun darauf an, die in den Gleichungen (20.), (21.) und 
(22.) vorkommenden, bisher unbestimmt gelassenen Funetionen von r zu be- 
stimmen. 


$.6. Bestimmung der in X, vorkommenden Functionen. 

Um zunächst die in &, vorkommenden Funetionen theilweise zu be- 
stimmen, möge von dem Satze Gebrauch gemacht werden, welcher schon 
in den SS. 2 und 3 angewandt wurde, nämlich dass ein in einem ruhenden 
Leiter stattfindender geschlossener und constanter galvanischer Strom auf ruhende 
Elektrieität keine bewegende Kraft ausübt. 

Wir denken uns also, wie in $. 2, im Punkte x, y, z eine ruhende 
positive Elektrieitätseinheit, und im Punkte «', y’, 3’ ein Stromelement ds’ 
befindlich, welches letztere aus der sich bewegenden positiven Elektrieitäts- 
menge h’ds' und aus der ruhenden negativen Elektrieitätsmenge — h’ds' be- 
steht. Diese beiden Elektrieitätsmengen üben auf die ruhende Elektrieitäts- 
einheit Kräfte aus, deren in die z-Richtung fallende Componenten sind: 


! ! 
—T . E-—-% 
h'ds' +-NX,) und —hds' . 
3 = ge 


r u 


Die Summe dieser beiden ist die @-Componente der von dem Stromelemente 
auf die Elektrieitätseinheit ausgeübten Kraft, welehe Componente, wie früher, 


., dx . „ .. 5 
mit „. ds’ bezeichnet werden möge. Wir erhalten also die Gleichung: 
(Ss 4 
dX . 
‚ds —= h'ds’ X:;. 
ds 


Hierin haben wir für X, den unter (21.) gegebenen Ausdruck zu setzen. 
Dabei wollen wir statt 


er. und nd 
dt dt’ 
die gleichbedeutenden Formeln 
dx’ ds’ d’z’ / ds’, de d’s’ 
und — )+ 2, 
R ds' di ds" \ dt ds' dt 


anwenden und wegen der Voraussetzung, dass der Strom constant sei. 


d’s’ . a 
np = setzen. Dann lautet die Gleichung: 









)D 
einen be 
des ganz 
so müsse 
einzeln ] 
drücke 
ohne das 
zu werd 

\ 
so kann 


sein. un 


erfüllt ı 
] 
Differen 


lich, da 


wozu € 


erfüllt 


unbest 
sich n 
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24.) = ds' — Was’ || B,“”, wre Da 
ei Irre Fr re). 


Dieser Ausdruck muss, jenem Satze nach, bei der Integration über 
einen beliebigen geschlossenen Strom Null geben. Wenn aber das Integral 
des ganzen Ausdruckes, unabhängig von eg Stromintensität, Null sein soll. 


Is’ 


so müssen die Integrale der beiden mit — und [ =; multiplieirten Glieder 
= ( 


einzeln Null sein. Die in den beiden eckigen Klammern stehenden Aus- 
drüeke müssen demnach vollständige Differentialeoeffieienten nach s’ sein. 
ohne dass dazu zwischen r und x’ irgend eine speeielle Relation angenommen 
zu werden braucht. 

Wenn der erste Ausdruck ein Differentialeoeffieient nach s’ sein soll. 
so kann er, wie man sofort aus aaa Form ersieht, nur gleich 

_— [B,(2—x')] 

sein, und dazu ist erforderlich, dass die Gleichung 


dB 
25.) =- = 
erfüllt ist. 
Ebenso ist beim zweiten Ausdrucke, wenn man die Glieder, welche 
Differentialeoefficienten zweiter Ordnung enthalten, in’s Auge fasst, sofort ersicht- 
lich, dass er nur mit eu übereinstimmen kann: 


: dr 
ds’ AL ds ' +&(e=r) | 


ds’ - 

wozu erforderlich ist, dass die Gleiehungen 

l 
(3 = N... 

dr 

(26.) Kae dC, 

ar 
(. u () 


erfüllt sind. 

Auf diese Weise sind die in der Gleichung (21.) vorkommenden sieben 
unbestimmten Funetionen auf drei zurückgeführt, und jene Gleichung lässt 
sich nun so schreiben: 

r d[B (z—z')] ds’ d dx! jr ‚ dr ds'\? 
Ä, = BR 1. ui; - + —|B: 77 + Q,(c— -|C ) 
Rn ds dı " * ds ds di 
(2 (.) dx! dr ds 
C,(2—r')- | 
nr * Is’ + ds’ I dt’ 
Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 2. 14 
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$. 7. Bestimmung der in X, vorkommenden Functionen. 

Bei der Behandlung der Grösse X, können wir einen dem vorigen 
ähnlichen Erfahrungssatz anwenden, nämlich den folgenden: eine ruhende 
Elektrieitätsmenge übt auf einen in einem ruhenden Leiter stattfindenden ge- 
schlossenen und constanten galvanischen Strom keine Kraft aus. 

Dieser Satz bedarf noch einer Erläuterung. Wenn irgendwo Elek- 
trieität von Einer Art, also z. B. positive Elektrieität angehäuft ist, so übt 
diese auf jeden in ihrer Nähe befindlichen leitenden Körper die elektrosta- 
tische Influenzwirkung aus, und diese Wirkung muss natürlich auch der 
Leiter des galvanischen Stromes erleiden. Der obige Satz sagt nur aus, 
dass er ausser dieser Wirkung nicht noch eine besondere, durch den Strom 
bedingte und daher von der Stromstärke abhängige Wirkung erleide. Da- 
bei ist noch zu bömerken, dass, wenn ein geschlossener galvanischer Strom 
eine solehe Wirkung erlitte, auch ein Magnet sie erleiden müsste. Man 
hat aber immer beobachtet, dass ruhende Elektrieität auf einen ruhenden 
Magneten nur in derselben Weise wirkt, wie auf ein unmagnetisches Me- 
tallstück von derselben Form und Grösse. Demnach wird man den obigen 
Satz wohl ohne Bedenken als einen feststehenden Erfahrungssatz anerkennen. 

Um diesen Satz anzuwenden, denken wir uns im Punkte =’, y', 3 
eine ruhende Elektrieitätseinheit und im Punkte x, y, z ein Stromelement 
ds, welches die bewegte Elektrieitätsmenge Ads und die ruhende Elektrieitäts- 
menge —hds enthält. Die z-CUomponenten der Kräfte, welche diese beiden 
von der ruhenden Elektrieitätseinheit erleiden, sind: 


Mn 


c— x . I—% 
has ( - +X,) und -—hds "ag 


3 
Demnach wird die z-CUomponente der Kraft, welche das Stromelement von 
der Klektrieitätseinheit erleidet, durch das Produkt hdsX, dargestellt, worin 
für X, der unter (20.) gegebene Ausdruck zu setzen ist. Wenn wir dabei 


F „.. de Bi us R 
wieder für = und 7 die Formeln 
( 
dx ds “ = nn ) dx d’s 
ds di Ndi ds di” 
i d’s 
anwenden, und zugleich, weil der Strom constant sein soll, —; = 0 setzen, 


dt 


so lautet der Ausdruck: 


dr ds 
h ds N [87 + C(c— x) = — Pr 


ra re + 





a 
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Hieraus können wir nun zunächst ganz entsprechende Schlüsse ziehen, 
wie im vorigen Paragraphen. Wenn nämlich die Elektrieitätseinheit auf den 
ganzen Strom keine nach der z-Richtung gehende Kraft ausüben soll, so muss 
das auf den ganzen Strom ausgedehnte Integral des Ausdruckes Null sein, 
und daraus erhält man, entsprechend den Gleichungen (25.) und (26.), die 
Gleichungen: 
Bi E 
in dr 
an dB dc 
v ,r 
| B, = = +6; G,= = : A=V, 

Ausserdem können aber im vorliegenden Falle noch weitere Schlüsse 
gezogen werden. Der Satz sagt nämlich nieht nur aus, dass die Elektriei- 
tätseinheit den Strom nach keiner Richtung zu bewegen sucht, sondern auch, 
dass sie ihn um keine Axe zu drehen sucht, und daraus ergeben sich eben- 
falls gewisse Gleichungen. 

Da die Wahl der Axe beliebig ist, so wollen wir die durch den 


Punkt z', y', #° gehende, der z-Axe parallele Gerade als Axe wählen, und 
für sie das Drehungsmoment bestimmen. Der obige Ausdruck für die z- 
Componente der Kraft, welche das Stromelement ds von der ruhenden Elek- 
trieitätseinheit erleidet, lässt sich in Folge der Gleichungen (28.) in nachstehende 
Form bringen: 


> 


dI 
hds = 


worin P eine durch folgende rn bestimmte Grösse ist: 


r 2) 9} ’ds\” 
2 +2 + 1 (8 ds- 7) 


Ebenso gilt für die „-Componente jener Kraft der Ausdruck: 


23) P= B(z-=)® 


hds 15? 


worin Q durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
’ bi „ ds , dy Cı y" 12 ds \’ 
30) = By), {3,2 +( 5 (7) 
Hieraus ergiebt sich für das Drehungsmoment dieser Kraft der Ausdruck: 


h|(@-2)7 )- .. AM — (y—y') ud |as. 


ds ds 
Wenn nun die ruhende Elektrieitätseinheit einen geschlossenen Strom 
nicht zu drehen sucht, so muss das Integral dieses Ausdruckes für 
14 * 
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Jeden geschlossenen Strom Null sein. Der Ausdruck lässt sich auch so 
schreiben: 


[e- )Q — (y— -y)P]as—h(Q 2 Pas, 


und da hierin das erste Glied ein Differential ist, welches jedenfalls bei der 
Integration Null giebt, so muss auch das zweite Glied Null geben. Dieses 
nimmt aber, wenn für P und Q die in (29.) und (30.) gegebenen Werthe 
gesetzt werden, folgende Form an: 


h|e-=2)% =) Fl [2 re u) ja. 


und man sieht sofort, dass dieser Ausdruck kein vollständiges Differential 
ist, und nur dann für jeden geschlossenen Strom das Integral Null geben 
kann, wenn er selbst durch den in der zweiten eckigen Klammer stehenden 
Factor Null wird. Damit aber dieser Factor, unabhängig von der Strom- 
stärke, Null werde, muss sein: 

31) B=0 und C=!0. 


Verbindet man diese neuen Gleichungen mit den unter (28.) gegebenen, so 
echen die letzteren über in: 
dB 


(32) C=0; B= m %=V; G=V. 


Dadureh sind die sieben in dem Ausdrucke von X, vorkommenden 
unbestimmten Functionen auf Eine redueirt, und die Gleichung (20.) geht 
über in: 


a En. 


“ 


8.8. Bestimmung der in X, vorkommenden Functionen. 

Um nun die in X, vorkommenden Functionen zu bestimmen, wollen 
wir die gegenseitige Einwirkung zweier in ruhenden Leitern stattfindenden 
Ströme betrachten. 

In den Punkten x, y, 3 und r', y', 2’ seien zwei Stromelemente ds 
und ds’, welche die bewegten Elektrieitätsmengen hds und 4’ds’ und die 
ruhenden Elektrieitätsmengen —hds und —h'ds' enthalten. Um nun die 
Kraft zu bestimmen, welche das Stromelement ds von dem Stromelemente 
ds’ erleidet, müssen wir die vier Kräfte betrachten, welche die Menge Ads 
von den beiden Mengen A’ds’ und —h'ds’ und die Menge —hds von den 
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0 beiden Mengen A’ds' und —h’ds’ erleidet. Die in die z-Richtung fallenden 
Componenten dieser vier Kräfte sind: 


’ z2— x u . Eu . r 
hh' ds ds ( „ +, +X.+X ‚): 


cz —ı' N‘ 
Tr — hh' ds ds’ ( —+ÄA,). 
\ r 7 
Ss 
L-—-L > 
e ey hh' ds ds’ ( r 3 - N > ) , 


c—ı' 
hh’dsds " - 
> 


Durch Addition derselben erhalten wir für die z-Componente der Kraft, 


ıl welche das Stromelement ds von dem Stromelemente ds’ erleidet. einfach 
n das Produkt 
n hh' dsds' X.. 
“ worin wir für X, den in (22.) gerebenen Ausdruck anzuwenden haben. 
Dem letzteren wollen wir aber erst noch eine für die Integration 
geeignetere Gestalt geben. Die darin vorkommende Grösse cose können 
wir durch einen Differentialeoefficienten ersetzen. Aus der Gleichung 
0 > 9 5 ) ! ) 
r = (t-z2)+(y—y')+(3—z)' 
erhält man nämlich dureh zweimalige Differentiation: 
d’(r”) dx dx’ . dydy' , ds dx’ 
(34) = 2 . 1 = 
ds ds’ ds ds’ ds ds ds ds’ / 
n und da der rechts in Klammern stehende Ausdruck nichts anderes ist. als 
ıt cose, so kommt: 
a 1 d’(r?) 
II. COBE = — 
(39.) r 2 dsds' 
u ' a “ i . d.ı 
Wenn wir diesen Ausdruck für cose einsetzen und zugleich statt y und 
( 
‘7 wieind iven P raphen, die Produkte ° ® una (7% | 
, wie en vorieen Paragraphen, die Produkte 1 anwenden. 
jy , wie in den vorige era] | ste Is dr enden 
n Na: Br 
so lautet die Gleichung (22. 
n 
' n ds ds’ dr d.' dr de , /,. dr dr 1 d’(r?)‘ 
36.) = - —IB, -—+B,- +(C, — —C (z—-z)]- 
. dt dt sd "Tas ds "NS as ds 2 "ds ds’) | 
Is 
n n nee „. 
e Hieraus soll nun noch das Produkt (, ar fortzeschafft werden. 
e Dazu möge eine Function E von r eingeführt werden, welche zu €, 
e 4 in folgender Beziehung steht: 


E = /rar [{; dr, 
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woraus folgt: 


1 dE = / dyridE a 
rdr Jr dr und ( z) = Gy. 


Differentiiren wir diese Funetion E nach s und s’, so können wir den 
Ditferentialeoeffiecienten folgende Formen geben: 


dE dE dr 1 dE dir”) 


ds dr ds ?2rdr ds 


dE 1 dEd‘r) 1 d E dE\ dr d(r” 
au Fam ti dr/ds' ds 
Fi h. dE d'(r f) dr dr 
 2r dr dsds' % ds ds’ ’ 


und wir erhalten daher: 
dr dr Be. dE d’(r?) d’E 
° ds ds’ 2r dr ds ds Tasds’ 


i - dr dr . . - ir = 
Setzt man diesen Werth von €, ,, in die Gleichung (36.) ein, und wendet 


dabei für 


das vereinfachte Zeichen E, an. so kommt: 


; ‚r _. dsds' dr dx’ B dr =  dE x] 
87.) 4, = di di [Bi ds ds’ " B; ds’ ı + (EG des rt dsds' ‚)e-2 


Ferner kann gesetzt werden: 
d’E | d’[E(c—z')] , dEdx' dEdzx 


(T-T) = 


dsds' \  dsds' "dsds’ ds’ ds’ 
und wenn man dabei noch zur Vereinfachung die Zeichen E, und E, mit 
den Bedeutungen 


dE 
dr 


dE u 
E; — B.+ und E; — B- 
dr 
einführt, so geht die Gleichung (37.) über in: 


(38. X, „d(r) , „ dr da’ ‚dr de PRO, 


ds ds' 
dd ıEı un dsds' + ds ds’ rB ds’ ds "  dsds' 
Den so umgestalteten Ausdruck von X, multiplieiren wir mit hh’dsds', um 
die c-Componente der Kraft zu erhalten, welche das Stromelement ds von 
dem Stromelemente ds’ erleidet. 
Führt man dann, um die e-Componente der Kraft, welche das Strom- 
element ds von dem ganzen als geschlossen vorausgesetzten Strome s’ er- 
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leidet, zu erhalten, die Integration nach s’ aus, so treten dabei einire Ver- 


einfachungen ein. Das letzte Glied des vorigen Ausdruckes ist nämlich ein 


dx 


Differentialeoeffiecient nach s’, und im vorletzten Gliede ist der Faetor 
(iS 


von s’ unabhängig, so dass er bei der Integration als eonstant behandelt 
. u A ’ a 
werden kann, und der andere Factor E, zu’ Ist wiederum ein Differential- 
> (IS 
eoefficient nach s. Beide Glieder geben also bei der Integration über einen 
veschlossenen Strom den Werth Null, und es bleibt: 
' r ds ds’ ge „ d’(r’) ‚ dr dx’ ) 
(39)  hh’ds [X,ds' = hh ds / [E.(e- €") -E ds’. 


dt di dsds ' "ds ds’ 
AVenn man diesen Ausdruck auch noch nach s integrirt, so erhält 
man die Kraft, mit welcher der Strom s’ den ganzen Strom s nach der z- 
Richtung zu verschieben sucht. Diese Integration bringt für den Fall, dass 


auch der Strom s geschlossen ist, wiederum ein Glied zum Verschwinden. 


u „äÄr de . ce ie 2 dx’ Die 
In dem Gliede E; ‚ Ist nämlich der Factor —, von s unabhängir und 
ds ds ds N 


. „we ., ö ae . UR \ 
der andere Factor E, j, Ist ein Differentialecoefficient nach s und giebt so- 
(ds ’ 


mit bei der Integration Null. Es kommt also: 


’ ar ’ ' Is ds’ j# , I’(r ' 
40.) un [ [X,dsas — hh ZZ f/E ce") 4. dsds 
dt diJI. ds ds 


Dieses Resultat können wir mit einem vollkommen feststehenden 
Ergebnisse (der Ampereschen Theorie vergleichen. indem diese Theorie, 
soweit sie sich auf die von zweschlossenen Strömen auf einander aus- 
eeübten Kräfte bezieht, als durchaus zuverlässig anzusehen ist. Nun wird 
nach dieser T'heorie die Kraft, mit welcher ein geschlossener Strom s’ einen 


anderen zeschlossenen Strom s nach der xz-Richtunge zu bewegen sucht. 


» ’ ’ 
.. C—cTc N 
— ki ff ;— cosedsds 
r 


dargestellt, worin © und © die beiden Stromintensitäten sind, und k eine Con- 


durch den Ausdruck 


. r +4 ds 
stante bedeutet. Diesen Ausdruck kann man. wenn man i und © durch A 


dt 
ds’ 2 u b Rp A d’(r? 
und A und cose, gemäss Gleichune (35.). durch — ) 
dt = oO 2 dsds’ 


folgende Gestalt bringen: 


‚ds ds’ /I k, „ d°(r*) 
I) ar TE) Gar eis 


ersetzt. ın 
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und wenn man ihn dann mit dem in (40.) gegebenen Ausdrucke vergleicht. 
so sieht man, dass zu setzen ist: 
4) B=zr 

Um auch noch die andere in (39.) vorkommende, mit E, bezeichnete 
Funetion zu bestimmen, wenden wir den ebenfalls thatsächlich feststehenden 
Satz an, dass ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und 
constanter galvanischer Strom einen anderen in einem ruhenden Leiter statt- 
findenden geschlossenen galvanischen Strom in seiner Intensität nicht zu 
ändern sucht. 

Der in (39.) gegebene Ausdruck, welcher nach Einsetzung des eben 
sefundenen Werthes von E, lautet: 

ds ds’ Tklz—a") d’(r’ , dr dx!’ 
hh, di ds / 3; pe‘ dsds’ +B: ds an Is‘, 


bedeutet seiner Entwiekelung nach die z-Componente derjenigen Kraft, welche 


der geschlossene Strom s’ auf das Stromelement ds, also auf die beiden in 
dem Leiterelemente ds befindlichen Elektrieitätsmengen hds und —hds aus- 
übt. Nun ist aber die negative Elektrieitätsmenge —hds in Ruhe, und auf 
ruhende Elektrieität kann nach dem in $. 6 angewandten Satze der geschlossene 
galvanische Strom keine Kraft ausüben. Demnach lässt sich der obige 


Ausdruck auch in dem Sinne auffassen, dass er die z-Uomponente derjenigen 


Kraft bedeutet, welche der geschlossene Strom s' auf die in dem Leiterelemente 
ds befindliche positive Elektrieitätsmenge hds ausübt. 

Um auch die in die Riehtung des Elementes ds fallende und somit 
auf Stromverstärkung hinwirkende Componente dieser Kraft bequem darstellen 
zu können, wollen wir dem Ausdrucke noch eine etwas veränderte Gestalt 
eben. Aus der Gleichung 


) 2 


r = (£-e2) +y-y')’+(2—3) 
folgt nämlich: 
[ d(r?) 


_ = 2(2z—e. 
dx 
\ d’(r?) 


 dads' 


(42.) 


Wenn man mittelst dieser Gleichungen 2 — x’ und 


dx ' 
aus jenem Ausdrucke 
dr 


ds’ 
. * Er * [3 u 1 d(r’) Eu .. [3 
eliminirt, und zugleich — in der Form „.—,- schreibt, so geht er über in: 


‚ds ds’ /| k d(r”) d’(r?} E, d(r?) d’(r?) ] 
l en a Be re En SER A. 7. > 
ah di dt ds r® dx dsds' r ds dxds' ds. 
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Will man nun statt der in die willkürlich gewählte z-Riehtung fallenden 
Componente der Kraft die in die Richtung des Elementes ds fallende Com- 
ponente haben, so braucht man nur die Differentialeveffieienten nach = durel 


entsprechende Differentialeoefficienten nach s zu ersetzen, wodurch man 


erhält: 
h ‚ds ds’ /I k d(r’) d’(r 2 E, d(r’) d’(r r 
‚hhh dt di ds .r?’ ds dsds’ r ds dsds' - ds 
oder anders geschrieben: n 
ııL! ds ds’ f( I u E,\ d has | r 
Ihh = ds : oh ds. 


Dieser Ausdruck stellt die in einem einzelnen Elemente ds im Sinne 
der Stromverstärkung wirkende Kraft dar. Soll nun die Intensität des Stromes 
ungeändert bleiben, so muss das über den ganzen geschlossenen Strom s 
ausgedehnte Integral dieses Ausdruckes Null sein. Das in dem Ausdrucke 


schon vorkommende über den Strom s’ zu nehmende Integral 


/ h E, \ d Pr | ' 
/G r/ds ds ds, 


mit welchem das Element ds multiplieirt ist. muss also entweder die Form 
eines Differentialeoeffieienten nach s haben, oder Null sein. Da nun das 
erstere durch keine Form der Function E, zu bewirken ist, so muss man E 
so bestimmen, dass das Integral Null wird. was erfordert, dass man setzt 

k  E, 

n u m C. 
worin e irgend eine Constante bedeutet, indem nur dadurch der unter dem 
Integralzeiehen stehende Ausdruck ein Differential und somit das Integral 
selbst für jeden geschlossenen Strom Null werden kann. 

Aus dieser Gleichung tolgt: 
EB, : r - cr. 
s 

Da nun aber das hierin vorkommende Glied —er in dem Ausdrucke von X, 
ein Glied geben würde, welches mit wachsendem Abstande r grösser würde, 
und ein solches Glied in dem Ausdrucke der Krafteomponente nicht vor- 
kommen kann, so muss die Constante e gleich Null gesetzt werden, und 
man erhält somit zur Bestimmung von E, die Gleichung: 

s) = 

r 
Es sind also von den vier in dem unter (38.) gegebenen Aus- 
drucke von X, vorkommenden unbestimmten Funetionen von r zwei be- 
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stimmt, und durch Einsetzung ihrer Werthe geht die Gleichung (38.) 
über in: 

u; Pe d’(r’) , k drda' LE dr de d’|E(c—x')]) ds ds’ 

1 2r? dsds ' r? dsds "Past ds "  dsds dt dt 


$.9. Anwendung der Inductionsgesetze. 
Während wir bisher nur constante Ströme in ruhenden Leitern be- 
trachtet haben, wollen wir jetzt von der Beschränkung, dass die Ströme 


= & » . . 
eonstant seien, absehen und ferner noch die Annahme machen. dass der Leiter 


s sich bewege. Der Einfachheit wegen wollen wir aber voraussetzen, dieser 
Leiter ändere seine Gestalt nicht, und bewege sich nur mit sich selbst 
parallel, so dass alle seine Elemente während des Zeitelementes dt ein gleich 
orosses Wegelement do nach gleicher Richtung zurücklegen. 

Dann hat jedes in dem Leiter s befindliche positive Elektrieitäts- 
theilchen gleichzeitig zwei Bewegungen, die, mit welcher es sich im Leiter 


. ae A A . . 
bewegt, und deren Geschwindigkeit Fran? und die, mit welcher der Leiter 


| nm > v h 
sich bewegt, und deren Geschwindigkeit —, ist. Demnach müssen die auf 


die Bewegung dieses Elektrieitätstheilchens bezüglichen Differentialeoef- 
fieienten nach £ jetzt anders ausgedrückt werden als früher. Statt eines 
Ausdruckes von der Form 

dU ds 

ds dt’ 


worin U irgend eine von der Lage des Elektrieitätstheilchens abhängige 
Grösse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden: 
dU ds dU do 


| 


ds dt " do dt 
und statt eines Ausdruckes von der Form 
d f„ dU\N/ds\’ „-dU d’s 
ds ds Fa, ds di’ 


worin V noch irgend eine zweite von der Lage des Elektrieitätstheilchens 
abhängige Grösse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden: 
d > ge ’e (1 gt d de! ds do , d (Y a 
ds u) = do = ds do/A4 dt dt do do/ “di 
| ydU ds ‚ ydU d’o 
ds d? "do dr 
Wollen wir nun die z-Componente der Kraft bestimmen, welche die 
in ds befindliche positive Elektrieitätsmenge hds von der in ds’ befindlichen 
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.) positiven Elektrieitätsmenge A’ds’ erleidet, so haben wir für dieselbe, wie 
früher, den allgemeinen Ausdruck 
r 2—x' a we , = 3 
hh'ds.ds' ( —+X,+X%,+JX,) 
m 
zu bilden, darin aber jetzt für X,. X, und X, diejenigen Ausdrücke zu setzen. 
R welche aus (33.). (27.) und (44.) durch die vorstehend angedeuteten Aen 
ie derungen hervorgehen, nämlich: 
Es d /„ dae\/ds\" , [d/„ da“ d /„ de\] ds do 
er A, =- b ) a | b )+ b )| 
= \ | ai "ds /\dt ) .do \ ' ds ds | & do di di 
er (45.) < 
d (B dz\/do\” „ dxd’s ‚dx d’o 
st "do\ !do/\dı) ""ıdas de " "!do di’ 
h ’ di B(2—«')| ds’ d dx’ Ir 1 /ds’ 
A=-— LB; | -1- IB. -C.(x- EN) - | | 
; y ds’ di ds’ ds’ ds’. di 
(46.) | 7 va 
S- BR. dr d’s’ 
” +[B, Is! 1 C.(x x) Is’ | 7 B 
er aA ds ds AI « 
| yv —_ (k(x—z') d’(r”) h k dr da | E dr de  d’|E(@—«'\|) ds ds’ 
er 47. F u Ze" dsds' vr’ dsds' ds’ ds dsds' dt di 
{ 5.3 - a . N 
uf ‚ska—a')d’(r) Kkdrdae , „ drdz  d’|E(@—«”)|) do ds 
't 2r? dods "r? dods' "ds do " do ds! ‚dt di 
T- Wollen wir ferner die z-Componente der Kraft bestimmen, welche 
e- die in ds befindliche positive Elektrieitätsmenge hds von der in ds’ befind- 
lichen negativen Elektrieitätsmenge — h’ds' erleidet, so brauchen wir in den 
vorigen Ausdrücken nur hds' durch —h'ds' zu ersetzen und ferner, weil die 
: \ . . ö ey k ds’ 
ve in ds befindliche negative Elektrieität in Ruhe ist, 7, = 0 zu setzen. Da- 
„\ e { 
durch wird %=0 und X,=0, während X, ungeändert bleibt. Demnach 
redueirt sich der Ausdruck dieser Krafteomponente auf 
ce — x ‘ 
— hh’ds ds’ ( 2). 
” } 

Daraus ergiebt sich für die e-Componente der Kraft, welche die in ds be- 

findliche positive Elektrieitätsmenge kds von dem Stromelemente ds’, also, von 
ns den beiden Elektrieitätsmengen h'ds’ und —h'ds’ zusammen, erleidet, der Ausdruck: 
hh’dsds' (X, -+ X,). 

Integrirt man diesen Ausdruck nach s’, so erhält man die ze-Com- 
ponente der Kraft, welche die in ds befindliche positive Elektrieitätsmenge 
hds von dem ganzen Strome s’ erleidet, und es gilt also, wenn man diese 
Kraftcomponente mit Xhds bezeichnet, die Gleichung 

ie 
| DE u Un 
u 48) Z=h / (X, + X,)ds', 


15" 
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worin man für X, und X, die unter (46.) und (47.) gegebenen Ausdrücke 
zu setzen hat. Bei der Ausführung der Integration geben alle in jenen 
Ausdrücken vorkommenden Glieder, welehe die Form von Differentialeoeffi- 
cienten nach s’ haben, Null, und können daher tortgelassen werden, so dass 
man erhält: 


‚d’s’' + ce u ’ 

K=h Fr. : | I C (2-8) 75 ds 
pp gs Fi z—x dr) , 1 drda] ,» 
(49.) j -kh di dt L 2r! dd  r’ de de} ds 


+ kh 








‚do a d’(r’) , 1 dr da” 


’ 
L__ ds. 
dt diJ UL 2r? dods' ' r’ do ds’ 


Diese Gleichung kann man noch mittelst der schon im vorigen Paragraphen 
angewandten Gleichungen: 


a dr dx! dr) 
a Fu dx und ds’ wu dx ds’ 
umformen in: 
[ = 2 d’s -/[-® RE j4 e 2] ! 
K= 2 / dt’ 3,5 . a EEE ds 
| j' | 
| ( ( | 
u | ‚ds —# mr), # ans ‚ 
(0) | 1 Be hi $ 
e | en kh dt di dz dsds’ ' ds dxds’ ds 
| d Pen d - 
1 kl ds’ / [ r d‘(r‘) r r (r I] ds’ 
Eu dt dt. dz dods' do | PM: 


Um aus diesem auf die e-Riehtung bezüglichen Ausdrucke den ent- 
sprechenden auf die Riehtung des Elementes ds bezüglichen Ausdruck ab- 
zuleiten, brauchen wir wieder nur die Differentialeoeffieienten nach z durch 
solche nach s zu ersetzen. Dann heben die unter dem zweiten Integral- 
zeichen stehenden beiden Glieder sich gegenseitig auf, und wir erhalten, 
wenn wir die in die Richtung des Elementes ds fallende Componente der 
Kraft, welche die Elektrieitätsmenge Ads von dem Strome s’ erleidet, mit 
Zhds bezeichnen, die Gleichung: 


u st: er) iD dr dir’) r 
- ui,, h dt” b, dsds’ ° "ds ds’ las 


| 5] 3 ] 1 
| ( N 
‚do ds’ 2; fer ’(r”) r er] i 
23 1 u is « . 
| . kh dt ds = ds' ' do dsds' ds 


Das Produkt Sds ist u was man die in dem Leiterelemente 
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ds indueirte elektromotorische Kraft nennt, und demnach stellt das Integral 


Sds die in dem ganzen Leiter s indueirte elektromotorische Kraft dar. 
Die Integration nach s bringt wieder ein Glied zum Verschwinden. 
jetrachten wir nämlich das Doppelintegral 
l 
a IS 
r air ) f 
dsds, 
NV ds dods' 
so ist zu bemerken, dass die Grösse 
d’(r‘) er _9(® dx’ ‚dy dy' . dz =) 
do ds’ \do ds’ dods'  dods' 
welche wir auch durch —2cos(os') bezeichnen können, wenn (os') den Winkel 
zwischen dem von ds zurückgelegten Bahnelemente do und dem Strom- 
elemente ds’ bedeutet, von s unabhängig ist, weil der ganze Leiter s sich 
mit sich selbst parallel bewegt, und somit alle seine Elemente eine und 
dieselbe Bahnrichtung haben. Man kann also das obige Integral so schreiben: 


| 
d 


we) # Fr 
ds / ds. 
# dods'. ds 
Hierin lässt sich die Integration nach s sofort ausführen, und giebt für einen 
veschlossenen Strom Null. 


Betrachten wir ferner das andere Doppelintegral 


| 
» ‚„d 1° 
r aı\r ' 
.dsds . 
F;; do dsds' 
. ie nn EN: |. h . 
so können wir hierin, da der Differentialeoeffieient ig, welcher nach (35. 
(IS (IS 
vleich —2cose ist, sich bei der Bewegung des Leiters s nicht ändert, und 
somit von o unabhängig ist, setzen: 
I 
d var 
r dr‘) ug. 2] 
do dsds’ doir dsds'’J' 


und da ferner die Grösse o, nach welcher hier differentiirt werden soll, von 
den Grössen s und s’, nach welchen der ganze Ausdruck integrirt werden 
soll, unabhängig ist, so können wir die Differentiation nach o auch ausser- 


halb der Integralzeichen andeuten, und demnach statt des obigen Doppel- 


integrals schreiben: 


d’(r’) 


d 2 | 
do. /J r dsds' dsds. 
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Wir erhalten daher zur Bestimmung der im Leiter s indueirten elek- 
tromotorischen Kraft die Gleichung: 


h' I’ I’ - P ' 
VE de se a! f/ |\- B,- D Ü und % ’ |as ds 
” tdsds' " das ds’. 


. ‚ds'’ do d 7: d’(r?) 
a kh dt dt HN r ds iy dsds' 


Auf ae Gleichung wollen wir nun den Satz anwenden, dass, wenn 


x 


entweder der Leiter s in einer bestimmten Lage in der Nähe des Leiters s' ver- 
harrt, aber im letzteren die Stromstärke von Null bis zu einem gegebenen 
Werthe wächst, oder die Stromstärke in s' unveränderlich diesen Werth hat, 
aber s sich aus unendlicher Entfernung bis zu jener Lage heranbewegt, in beiden 
Fällen eine gleich grosse Inductionswirkung in s stattfindet. 

Um die während irgend einer Zeit stattfindende Induetionswirkung 
zu bestimmen, haben wir den Ausdruck, welcher die indueirte elektromo- 


torische Kraft darstellt, mit dt zu multiplieiren und dann über die betreffende 
Zeit zu integriren. Im ersten der beiden vorher genannten Fälle ist nun = —(), 
so dass das zweite Glied des in (52.) gegebenen Ausdruckes verschwindet, 
und im ersten Gliede ist das Doppelintegral von der Zeit unabhängig und 


Y l . » . » . d’s! “ 
nur der als Factor vor demselben stehende Differentialeoefficient 5 Ist 
( 
ds’ 


nach £ zu integriren und giebt u Die in diesem Falle stattfindende In- 


ductionswirkung ist daher: 


n ds’ a BR! (r”) dr d(r’\) 
1 —- M - | Ss 5 
- dt. / / * dsds’ ' ds ds’ dsds. 


i . d’s’ BR 
Im zweiten Falle ist a = :0, so dass das erste Glied des Ausdruckes ver- 


schwindet, und das zweite Glied lässt sich sofort nach # integriren, und giebt: 


‚ds! d’(r’) 
ıkh z H- gr + ) deds'. 
Diese beiden Grössen müssen, jenem Satze nach, unter einander gleich 
sein, ihre Differenz muss also den Werth Null haben, und man erhält daher 
die Gleichung: 
5 SICHER Haar = 0 
Das zweite in der eckigen Klammer stehende Glied können wir noch so 


umändern: 
dr dr) [fe R. ? 
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und da von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Gliedern das 


erste bei der Integration über einen geschlossenen Strom s Null wird, so 
geht die vorige Gleichung über in: 


. Y; k £ ı1d’(r’) ‚ 
(54.) //\ 7 +B, fe. dr | Fr ds ds V. 


Wenn diese Gleichung für jede zwei geschlossene Ströme erfüllt 
sein soll, so muss der vor dem Differentialeoefficienten zweiter Ordnung 
als Factor stehende Ausdruck constant sein, und wir können also, wenn «a 
eine CUonstante bedeutet, setzen: 


on k 5 n 
(DD.) + Bi + ft dr = &. 
r « 


Fassen wir nun das Integral mit der Constanten a in ein Zeichen zusammen. 


G —= fe dr —a. 


indem wir setzen: 


so erhalten wir: 


IB: LE) 
„nn Tr 8 
(96. | 16 
v ( I 
IC. = a 
\ dr 


Hierdurch sind wieder zwei der unbestimmten Funetionen, welche 
in dem Ausdrucke von X, noch vorkommen, auf Eine zurückgeführt, und 
die unter (27.) gegebene zur Bestimmung von A, dienende Gleichung seht 
jetzt über in: 





z diB(z=—-z)\|\d’ , dr /k, ,Ndx ,dG „ dr 1/ds!\’ 
' ds’ di ds’ L No ds dr ds'I\ di 
E ; k .„ Adxe .dG . drid’s 
+1-(4 G) ‚+ (2) | 
L_ \r ds’ ' dr ds'I dt 





oder anders geschrieben: 


| ; d[B,(a—a)|d! dy Kkda, da(z—«')]) Fe) 
ne ru ds! dt ds r ds ds’ ) \ dt 
(D4.) { 

I kde , diG(z—«')|) d’s’ 

| tt rds' ds’ ) dt? 


$. 10. Zusammenfassung der bisher gewonnenen Resultate. 
Nachdem durch die in den Paragraphen 6. bis 9. angestellten Be- 
trachtungen die Ausdrücke von X,. A, und X, die unter (33.). (57.) und 
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(44.) gegebenen vereinfachten Formen gewonnen haben, wollen wir sie in 
die Gleichung (23.), nämlich 


X 


z— ı 


RK, 
einsetzen. Dadurch erhalten wir zur Bestimmung der z-Componente der 
Kraft, die ein Elektrieitätstheilchen, welches während der Zeit dt den Weg ds 
zurücklegt, von einem anderen, welches während derselben Zeit den Weg 
ds' zurücklegt. erleidet, die gs 


. 2— x I /n ds = dx d’s d|B,(@—a')| ds’ 
X = "+. (BZ) Bi. "> 
dt- 


HB, ds dt ds’ di 
d\ kda Ri d|G (2—x')|) Ich E) da! es G(2— a’)]\ d’s’ 


r? ds \ "ds 


ds! rds ds’ dt Is’ ds’ ) dt’ 
(k(r—aN)d’r’) kdrde E dr de , d’| Ex—x’)|) ds ds’ 


! I 


U 2r dsds Tr dsds "Bdsds dsds Nded 
Hierin lassen sich einige Vereinfachungen machen. Bedenkt man, 
dass x’ nur von s’, dagegen r von s und s’ abhängt, so sieht man, dass man 
schreiben kann: 


—h 


Er: k A k de d’s’ . k dr dx’ ds ds’ Ba d ( 1 den 
ds’ di) rd’ d? Tr dds dd dt \ \r di!’ 


r ds’ 
wodureh sieh drei der oben vorkommenden Glieder in eines zusammenziehen. 
Ferner kann man aus denselben Gründen schreiben: 


B dx 6: 4 ‚„daeds_ et dB, dr dx ds ds’ 
( Bi.) 7) HBıas ar di B,- n) dr ds' ds dt di 


Setzt man dabei zur Abkürzung: 
‚dr dB dr dF 
Ei dr ds’ ds’ 
und führt noch für B, und — B, die einfacheren Zeichen H und J ein, so 
nimmt die zur Bestimmung von X dienende Gleichung folgende Form an: 
1 x z—ı +% Jx—a')]| ds’ 3 d’ en -T ee) 


r? ds’ dt dı / 


‚ d|@(z—a')| d’s’ | dx 1 de!‘ 
T a „a )- (- ’ 


di di 


ä \kla— z’)d’(r’) dFdx d’| E(x—')]\ ds ds’ 
t 2r® dsds' 'ds' ds ds ds’ dt dt 


ds’ dt“ 


Bei der Ableitung dieser Gleichung sind neben der Annahme, dass 
nur Eine Elektrieität im festen Leiter strömen könne, nur solche Sätze zur 


Anwendung gebracht, welche sich auf die gegenseitige Einwirkung ge- 
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sehlossener Ströme beziehen. und da diese Sätze als vollkommen sicher 


zu betrachten sind, so darf behauptet werden, dass der in dieser Gleichung 
eegebene Ausdruck von X unter der Voraussetzung von nur Einer im festen 
‚eiter beweglichen Elektrieität der einzig mögliche ist. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass die Zulässiekeit dieses Ausdruckes 
nicht auf den Fall, wo nur Eine Elektrieität als strömend vorausgesetzt 
wird, beschränkt ist, sondern dass er auch dann zulässig bleibt, wenn man 
annimmt, der galvanische Strom bestehe aus zwei nach entgegengesetzten 
Riehtungen gehenden Strömen von positiver und negativer Elektrieität, wobe! 
es gleichgültig ist, ob man diese beiden Ströme ihrer Stärke nach als gleich 
oder verschieden annimmt. 

Wenn man zu den im Obigen angewandten Sätzen noch die Betdin- 
oeung hinzufügen wollte, dass die Abhängigkeit der Kraft von der Entfer- 
nung nach einem einheitlichen Gesetze stattfinden müsse, so würde man aus 
der blossen Vergleichung der Glieder, welehe noch unbestimmte Funetionen 
von r enthalten, mit denen, in welchen die Funetionen schon bestimmt sind. 
noch weitere Schlüsse über die Form der Funetionen ziehen können, und 


zwar würde man durch diese Betrachtungen zu dem Ergebnisse gelangen. 


dass die Funetionen E, F, G und H sämmtlich die Form -eonst. haben 
müssten, so dass also statt jener unbestimmten Funetionen nur noch unbe- 
stimmte Constante in dem Ausdrucke von X bleiben würden. Indessen 
wollen wir uns Schlüsse dieser Art für jetzt nicht erlauben, sondern statt 


dessen noch einen allgemeinen Satz in Anwendung bringen. 


$. 11. Anwendung des Prineips von der Erhaltung der Energie. 

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die Kräfte, welehe zwei 
bewegte Elektrieitätstheilehen auf einander ausüben, für sich allein dem 
Prineip von der Erhaltung der Energie genügen, wozu erforderlieh ist, dass 
die Arbeit, welehe diese Kräfte bei der Bewegung der Theilehen während 
des Zeitelementes dt thun, durch das Differential einer von den augenbliek- 
lichen Lagen und Bewegungszuständen der 'Theilchen abhängigen Grösse 
dargestellt wird. 

Um die Arbeit bestimmen zu können, denken wir uns neben dem 
unter (98.) gegebenen Ausdrucke von X die entsprechenden Ausdrücke von 
Y und Z gebildet, und ebenso denken wir uns die Grössen X’, Y' und Z', 
welche sich auf die Kraft beziehen, die das Theilcehen e’ von dem Theilehen e 
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erleidet, in entsprechender Weise ausgedrückt, wozu nur die accentuirten 
und unaccentuirten Buchstaben gegen einander vertauscht zu werden brauchen. 
Unter Anwendung dieser Ausdrücke bilden wir die Grösse 


we da dy dz ‚da ‚Ay | zıda’ 
we (X tar at atrZ md 


Diese Grösse muss, wenn das Prineip von der Erhaltung der Energie er- 
füllt sein soll, das vollständige Differential oder, anders gesagt, die in der 
Klammer stehende Summe von sechs Produkten muss der nach £ genommene 
Difterentialeoeffieient eines aus den Coordinaten und Geschwindigkeitscom- 
ponenten der beiden Theilchen gebildeten Ausdruckes sein. 

Da der unter (58.) gegebene Ausdruck von X etwas lang ist, so 
wollen wir seine Glieder einzeln oder in kleinen Gruppen nach einander 
betrachten, um zu sehen, wie bei ihnen die Summe der sechs Produkte sich 
gestaltet. 


Das erste Glied ist 


1 
n R d 
e 2 Hr lc Y / 
OU aa . 
r? dx 


und die Summe der sechs Produkte lautet daher: 


Pr e PL. Ph Pr Pr. 
/ r de ru, ra rd rd ı r >E 
Zu va aaa 


und lässt sieh zusammenziehen in: 


d 


dt 
Das zweite Glied ist: 
d[J(z—x')| ds’ 
ds’ di 


® i . i 2 un dx nl 
Um dieses mit dem Differentialeoefhieienten zu multiplieiren, zerlegen 


dx 


j & dx ds ca i R 
wir den letzteren in das Produkt und multiplieiren mit dem Factor Fr 


ds dt 
N) “2 . . R j Er) 7) z . 0} au . R . F ] r x 
welcher von s’ unabhängig ist, unter dem Differentiationszeichen, also: 


„de 
a|J« — u ds ds’ 


ds’ dt di 
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N Ge 
Bildet man hierzu die entsprechenden Produkte für die y- und z-Axe und 


addirt zunächst nur diese drei Produkte, indem man dabei die Gleichung 
ds dr 


' dx | ' dy | . .. 
=) ds Try=y) ds ' ws) ds r ds 


z 


berücksichtigt, so erhält man: 


4 l 
Y a(dr 2 ds ds' 


ds’ dt di 


ce ni * . 
Ebenso geben die drei anderen Produkte: 

= 

/,„ dr 

di Jr n ) ! 

\.ds’/ ds ds 
. ds dt dt 
re Diese beiden Ausdrücke sind unter einander gleich, indem sich, wenn man 
h das Zeichen X mit der Bedeutung 


59) K= firdı 


einführt. der als erster Factor stehende Ditferentialeoeffieient in beiden dureh 
d’K 
ds ds! 


Form an: 





darstellen lässt, und die Summe der sechs Produkte nimmt daher folgende 


IN dh dsds’ 

"dsds’ di dt 
Das dritte und eierte Glied von (58.). nämlich 
d’IG (2— x’) = \. d|G(2—x')] d’s' 
ds’ dt / | ds’ di” ’ 


kann man ganz ähnlich behandeln. Durch Addition der drei ersten Pro- 


BE dr” 
. ır (r 
4 [‘ nn ds /ds' \ al el ds d’s’ 


+ - 


ds'” dt \dt/ ds' dt di’ 


dukte erhält man: 


wofür man, wenn man das Zeichen R mit der Bedeutung 


1 (60) R fer dr 
einführt, schreiben kann: 
d’R ds Pr Ä d’R ds d’s’' 
dsds’”” di \dtı/ " dsds' dt dt ' 
und ebenso geben die drei anderen Produkte: 
d’R (2Y ds’ _ d’R ds’ d’s 
ds’ds’ \dt/ dı " dsds’ dt dr 
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Die Summe aller sechs Produkte ist also: 


® d’R ds’ N d’R er ds d'  dR /dsd’s’ ds’ ni 
dsds® dt " ds’ds’ dı/ di di ' dsds' \dt de ' dt dr 


was sich zunächst zusammenziehen lässt in: 


d d’R ) ds ds’ d’R d /ds “) 
dt “\dsds’/ dt dt dsds’ di \dt dt 


und dann weiter in 


d/dR ds ” 
dt \dsds' dt dt 
Das fürfte Glied 
d dx 
Hu) 
dt di 
giebt, wenn man zuerst die angedeutete Differentiation ausführt, und dann 


mi °. ine: 
nit —,, multiplieirt: 


dH /dx de d’x 
dt (4 Hl dt dt’ 


was sich auch in folgender Form schreiben lässt: 


dx dH fe 
[a1 
: 2 lt - dt G 
In gleicher Weise erhält man als anderes, auch auf die e-Axe bezügliches, 
aber das aceentuirte x enthaltendes Produkt: 


d da’? ‚dH de\ 
FALL 
- di di ® dt \dt 
Bildet man nun die entsprechenden Produkte für die y- und z-Axe, so 
kann man die Summe aller sechs Produkte zusammenziehen in: 


dd \y n|( ug! ds’ ] et ds ds’ )]- 
2 de | )+G ) ira di (4 (7) 
Das sechste Glied 


d YA dx 
u dt \r =) 


giebt durch Ausführung der angedeuteten Differentiation und durch Multi- 


plication mit 


de. 
dt 


1 
BT 1 de d’z' 


A dt di dt A r dt dt 























) 
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In gleicher Weise erhält man wieder als anderes auch auf die @-Axe be- 
zügliches Produkt, in welchem aber das accentuirte und das unaccentuirte 
x gegen einander vertauscht sind: 


1 
A 7 dei „t de d’r 
dt dd “rd dr 


Die Summe dieser beiden Produkte kann man in folgender Form schreiben: 


1 
d e dx er) 1; a r dx de 
dt\r dt di dt di dt 


jildet man nun die entsprechenden Produkte für die y- und z-Axe und 
berücksichtigt dabei die Gleichung 


de dz' dydy _ dzdz! ‚ d’(r”) ds ds’ 


dd "dd "dd 2 dsds’ dt dt’ 


so erhält man als Summe aller sechs Produkte: 


1 
k d yA d’r’) ds ds’ \; k R r dfr”) ds ds’ 


2 dt \r dsds’ di d/ ' 2 di dsds’ dd. 
Das siebente Glied 
k(2—x') d’(r”) ds ds’ 
2r’ dsds' dt dt 


oder, anders geschrieben, 


1 
d a 
k r d’(r‘) ds ds’ 


2 dx dsds' dt di 


giebt als Summe der sechs Produkte: 


1 
d . 
k r dr) ds ds 


2 di dsds’' dt di 


Dieser Ausdruck hebt sich gegen einen Theil des beim sechsten Gliede 
erhaltenen Ausdruckes auf, so dass man für das sechste und siebente Glied 
zusammen als Summe der sechs Produkte einfach erhält: 

k dyri d’(r’) ds ni 

2 dir dsds dt dt 


Das achte Glied 


dF da ds ds’! 
ds ds dt dt 
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giebt als Summe der sechs Produkte, wie man leicht sieht: 


z ds! ru.d ds 
2) re) 
Das neunte und letzte he 
d|E(@— 2) dsds’ 


dsds did 
schreiben wir zunächst in der Form: 


d Fe e] ds ds’ 
ds’ @-2)+E, la a 
welche wir auch noch so umändern können: 
d a dE dr dr dx | ds ds’ 
ds’ dr ds dx ds Idt di 
g i \ .. Me dx ds RE ' x 
Zugleich setzen wir für das Produkt - und multiplieiren mit 
oO dt ds dt ds 


unter dem Differentiationszeichen. Wenn wir dann die entsprechenden Pro- 
dukte für die y- und z-Axe bilden, und die Summe dieser drei Produkte 
nehmen, so erhalten wir: 


z ‚dE /dr\’, E|( 3 
aler -( ds ) +& dt dt 
und somit als Summe aller sechs Produkte: 
d £ dE (dr\’ :] ds u £ dE (dr \’ E|- ds =) 
ds' . dr (zZ) +E& (4 ds ; dr u) + I dı ( =) 


Vereinigen wir nun alle bei den einzelnen Gliedern von (58.) als 





Summe der sechs Produkte gewonnenen Ausdrücke, so erhalten wir folgende 
(sesammtsumme: 





Pu d’K ds ds' $ d (. ER ds w) 
=“ dsds dt dd | dt dsds' dt dt 


- ( ds dH * > ds’ N’ 

re: BUlC9EICHIE 2 Er +] 

k dy/1 d’Cr’) ds ds dF /ds\’ ds’  dF ds / ds’ 
TED SG dsds’ dt di ) ur “3 dt " ds u du) 

| d .dE /dı ds\" ds’ d ff, dE/ dr E ds 

” ar -(z) Tr IG r)- Tara ds) ni A di ); 


welche Gesammtsumme wir auch, unter Zusammenfassung der Glieder, 
welche Differentialeoeffiecienten nach £ sind, und etwas veränderter An- 


iv 


w m 








le 
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ordnung der übrigen Glieder, so schreiben können: 


a k d(”) _ d’R \ ds ds’ \ [ ds ds’ ] 
di! r +5 dsds ' dsds ) dt dt ' u 1) (SZ) IN 


dK ds ds a dH Er er“ 


1.) . 
@ dsds’ dt dt ' ”* ds dt 


ı -d r = di ) + SL Fı 


ds ds 


ds’ \ dt 


ds s’ 
Al(z) < 
Eu = 


., ds / ds! \’ 
1 ds er dr )+E- F r ‚A| di ( n F 


( 


DI 





Dieser ganze a k muss, wenn das Prineip von der Erhaltung 
der Energie für die Kräfte, welche die beiden Elektrieitätstheilehen auf 
einander ausüben, erfüllt sein soll, ein Differentialeoeffieient nach £ sein. 
Da nun der erste Theil des Ausdruckes schon äusserlich als Differential- 
coefficient nach £ bezeichnet ist, so haben wir unser Augenmerk nur auf 
den übrigen, aus fünf Gliedern bestehenden Theil zu richten. Diese 
Glieder sind alle in Bezug auf die Differentialeoeffieienten erster Ordnung 


ds ds’ 


lt und TEA höherem als erstem Grade, während die Differentialeoef- 

{ ( 

2 a d’s Ben -; ; : 

fiecienten zweiter Ordnung mE und jpg in ihnen nicht als Faetoren vor- 
( { 


kommen. Daraus folgt, dass weder ein einzelnes der Glieder noch irgend 
eine Gruppe derselben ein Differentialeoeffieient nach £ sein kann. Demnach 


muss die Summe dieser fünf Glieder Null sein. und das wiederum kann für 


ui . Is Is’ . N 
beliebige Werthe von Z und - nur dann der Fall sein, wenn alle 
fünf Glieder einzeln Null sind. Wir erhalten also folgende fünf Bedingungs- 


sleichungen: 


d’K ER 
ds ds’ I 
dH 
ds d 
sr En 
\ ds’ 
dT dE /dr 
ds’ Ur ” -(7 ")+E+ F == ıH] = (), 


dt dE /drn’ ü 
bes: wi 2 
ds * (G =) HE+F- ” 
Die erste dieser Gleichungen. welche sich-auch so schreiben lässt: 
dK dr d’K dr dr 
dr 237 dr: ds ds 0, 
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kann für beliebige Bahnen der Elektrieitätstheilchen nur dann erfüllt 
sein, wenn 

dK 

—=ßo, 

dr | 


woraus nach (59.) weiter folgt: 
(62.) J _— ). 
Die beiden folgenden der Gleichungen (61.), nämlich 


dH A dH 
u dei 
= und ge = 0, 


geben zunächst: 
H = eonst. 


z m. > N 1. d’x .. 
Da aber der in (58.) gegebene Ausdruck von X das Glied H jpg enthält, 
( 


welches, wenn H einen angebbaren constanten Werth hätte, einen von der 


gegenseitigen Entfernung der Elektrieitätstheilchen unabhängigen Bestand- 


theil der Kraft darstellen würde. und ein soleher nieht vorkommen kann. 
so muss sein: 


(63. ) H ). 


Die beiden letzten der Gleichungen (61.) lauten, wenn man H=0 
setzt und die angedeuteten Diftferentiationen ausführt: 


dE 
d( r ) ne i 
dr > \ dr I dE dr d’r d(E+F) dar 0 
dr ds) tr ds dsds " dr ds 
dE \ 
alı dr ) EL dr\ 9, ,dlEd dr  dE+F dd. 0 
. dr ds de) Zei dr ds dsds " dr ds ü 


welche Gleichungen nur dann für beliebige Bahnen der Elektrieitätstheilchen 
erfüllt sein können, wenn man hat: 


! IE IF 
(64. ) 3 —()) und ei 0, 
dr dr 


wodurch E und F genügend bestimmt sind, da nur die Differentialeoef- 
ficienten dieser Grössen in (58.) vorkommen. 

Nach diesen Bestimmungen nimmt der Ausdruck der von den gegen- 
seitigen Kräften der beiden Elektrieitätstheilchen während des Zeitelementes 


dt geleisteten Arbeit folgende einfache Gestalt an: 


“ + BE ah. dcr) ‚ ER \ ds = 
” 3 er dsds’ " dsds'/ dt di di, 


dt r 
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illı | und die Gleichung (58.) geht über in: 
/dR z—ı dR c—r!' 
a’ } a R i : 
Y c—ı _ dr r / ( \ dr r d’s' 
(69.) N 5 | - 2%, ds'“ ‚dt / ds’ di 
l; d ( 1 en ke. — a) d’(r’) ds ds’ 
| "di\r dıi/ ar? dsds' dt dt’ 
welche Gleichung sich noch einfacher so schreiben lässt: 


1 

( 

\y u r (1 2 k d’(r’) ds ds’ \ 7 d / 1 dr! 
(66.) 65 de \ "2 dsds d d/ “d\r dı 


Ten 


d 3 4 dR d’s’ 





silt. T de Las’ \dt/ " ds’ dr 
der 
nd- $S. 12. Das elektrodynamische Potential. 
nn. Nach dem vorher angeführten Ergebnisse unserer Betrachtungen wird 
die Arbeit, welche die von zwei bewegten Elektrieitätstheilehen auf einander 
ausgeübten Kräfte während des Zeitelementes dt leisten, dargestellt dureh 
N das Differential des folgenden Ausdruckes: 
‚[1 k d’(r”) d’R \ ds ds’ 
T— | r 3 dsds’ ' dsds'’/ dt dt | 
Nun wird bekanntlich bei der Betrachtung der elektrostatischen Kräfte die- 
jenige Grösse, deren negatives Differential die Arbeit darstellt, das Potential 
der beiden Elektrieitätstheilchen auf einander genannt, und dem entsprechend 
kann man auch den vorstehenden, nur durch Fortlassung des äusseren 
En Minuszeichens abgeänderten Ausdruck als Potential im erweiterten Sinne 
bezeichnen. Dabei kann man auch die beiden Theile, welche sich auf die 
elektrostatischen und auf die von der Bewegung abhängigen oder elektro- 
dynamischen Kräfte beziehen, einzeln betrachten und danach das elektro- 
ar. statische und das elektrodynamische Potential von einander unterscheiden. Be- 
zeichnen wir das erstere mit U und das letztere mit V, so ist dem Vorigen 
u. nach zu setzen: 
> u 
tes | 64.) U — 
Oo , k d’(r” d’R \ ds ds' 
| anal Br 2r he i a dt dt 
i Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 2. 17 
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Der hier gegebene Ausdruck des elektrodynamischen Potentials ist 
bei der Annahme von nur Einer im festen Leiter beweglichen Elektrieität 
der einzig mögliche. 

Die in ihm noch vorkommende, mit AR bezeichnete unbestimmte 
Funetion von r lässt sich aus den Wirkungen geschlossener Ströme über- 
haupt nieht bestimmen, und man ist daher, wenn man auch sie noch be- 
stimmen will, für jetzt auf Wahrscheinlichkeitsgründe angewiesen. 

Macht man die schon am Ende des $. 10 erwähnte Annahme, dass 
die Abhängigkeit der Kraft von der Entfernung nach einem einheitlichen 
(sesetze stattfinden müsse, so gelangt man zu dem Schlusse, dass 


(69.) 27, 


/ 


zu setzen ist, worin k, eine Constante bedeutet. Dadureh geht (68.) über in: 
(70. v—_ ce’ ( k d’(r?) Ik d’r \ ds ds’ 
2r dsds’ ' dsds!'/ di dt 
Sucht man ferner noch durch Bestimmung der Constanten %k, diesen 
Ausdruck möglichst einfach zu machen, so findet man zunächst, dass zwei 
Werthe sich in dieser Beziehung besonders auszeichnen, nämlich A, = 0 


und A, = —%k, welche geben: 
1 V ] ee’ d’(r) ds ds’ 
(71.) = —h 
"2r dsds' dt di 
” ee' dr dr ds ds’ 
(12.) Fe 


r dsds’ dt dt 
Diese beiden Formeln sind äusserlich nahe „leieh einfach: benutzt man sie 
aber zu Rechnungen, indem man aus ihnen die Krafteomponenten zu be- 
stimmen sucht, so findet man, dass für diese aus der ersteren Formel viel 
einfachere Ausdrücke entstehen, als aus der letzteren, und man wird also, 
wenn man dasjenige Kraftgesetz erhalten will, welches, während es allen 
bis jetzt bekannten Erscheinungen entspricht, zugleich möglichst einfach ist, 
»,—= 0 oder, was auf dasselbe hinauskommt, R=0 zu setzen haben. 

Da der Ausdruck des elektrodynamischen Potentials kürzer und über- 
sichtlieher ist, als diejenigen der Krafteomponenten, so ist er ganz besonders 
dazu geeignet, die verschiedenen bis jetzt aufgestellten elektrodynamischen 
(‚rundgesetze (mit Ausnahme des Gaussschen, welches dem Prineip von 
der Erhaltung der Energie nieht genügt) unter einander zu vergleichen, 
und es möge hier eine Zusammenstellung der Art Platz finden. Die zur 
Bestimmung des elektrodynamischen Potentials dienende Gleichung ist 
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1) nach Weber“ ): 


1 ee /dr\ 
ce: r \di?? 
2) nach Ftiemann "*): 
N l I ee ydx _ den i dy | dy' / d: dz' 

ce r N di dt / 1 \.dt di | di di 
3) nach den von mir ausgeführten Entwickelungen 
a) in allgemeinster Form: 
[Kkd (r”) | d’R ) ds ds’ 

2r dsds’ ' dsds’/ dt dt ' 
b) in vereinfachter Form: 
Re, . dr \ ds ds’ 


Hk ’ 
' dsds’ / di di 


ya — 


, ı/ 
VY= -ee\, 5 
\2r dsds' 


e) in einfachster und daher wahrscheinliehster Form 
ee’ d’(r’) ds ds’ 
e: ) 2r dsds’ dt dt 
Dem letzten Ausdrucke kann man auch folgende Gestalt geben 


I \ 


(73.) | h a be dx! dy dy' rn dz dz’\ 
dt dt ' dt dt dt dt/' 


- 
oder, wenn man mit e und ©’ die Geschwindigkeiten der beiden Elektrieitäts- 
theilchen und mit & den Winkel zwischen ihren Bewegungsriehtungen be 
zeichnet: 


(74.) | k —evv Cose. 


s.13. Ableitung der Krafteomponenten aus dem Potential. 

Um nun aus dem elektrostatischen und elektrodynamischen Potential 
wiederum die Krafteomponenten abzuleiten, hat man Gleichungen anzuwenden. 
in denen das elektrodynamische Potential in derselben Weise vorkommt. 
wie in den auf allgemeine Coordinaten bezüglichen mechanischen Grund 
sleichungen von Lagrange die lebendige Kraft. Für die in die z-Riehtung 
fallende Componente der Kraft, welche das 'Theilchen e erleidet, lautet die 


Gleichung: 


FE a d(VY—U d dA) 
(1D.) AÄee = — 
dx dit dx 
d 
lt 


*) Pogg. Ann. Jubelband S. 212. 
=#) Schwere, Elektrieität und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bernh. Rie- 
mann bearbeitet von Hattendorff, Hannover 1876, 8. 326. 





Ya 
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Hierin hat man für U und V die unter (67.) und (68.) gegebenen 


Ausdrücke einzusetzen. Aus dem ersteren erhält man einfae 
1 
: ‘e— 
(76.) u FON DIR: 
‚ de dx 


h: 


Den letzteren, welcher bei der Differentiation als Function der sechs Coor- 
dinaten und der sechs Geschwindigkeitseomponenten zu behandeln ist, wollen 
wir so umformen, dass die Geschwindigkeitscomponenten explieite in ihm 
vorkommen. Der Bequemlichkeit wegen wollen wir dabei V in zwei Theile 


zerlegen, indem wir setzen: 
(77.) vV-V+h,, 
worin V, und V;, folgende Bedeutungen haben: 


kee’ d’(r’) ds ds’ 


Ein 2r dsds’ di dt 
kee' / dx dx dy dy' dz dz’ 
r ( dt di G dt di ” dt di ) 
, , RR Ba & 
V,= —ee 


dsds' dt dt 


d’R dx d« dR dx dy n d’R dx d; 


| dzdx' di di r dedy dt dt ' dad! di dt 

ER dy ds 
dydy di dt dydY! di di 
dR ds da dR ds dY ,Ä, d’R ds dY 


ER dy da ER dy dY 
dydx! dt di 


| 


+— 


— ee { -1- 


+ dzde! dt di + dzdy' dt di a dzdz’ dt dt 


Dann erhalten wir für den ersten Theil: 


1 
Be. n - r e de  dy dy _ ds de 
| er ee re 
1 
(78.) | 1, d’(r”) ds ds 
= ——..ee - 
2 de dsds’ di dt 
dV, > kee' dx’ 
| „7 r @' 
di 
er d av d e da’ \, 
9.) dt ’ dx kee dt di }; 
di 


und für den zweiten Theil erhalten wir: 


ER 


4 
\ 


a 


dt ) 
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dV, 


ı de 
| d V, 


d d v, | 
dt er 
dt 


was sich auch so schreiben 


d dV, 


dx 
( 
dt 


dt 


endlich: 
(81.) 


oder 
d/av, 
di dx 


d di 


Setzt man nun die unter (76.). 


Ausdrücke in die Gleichung 


V,--V, ersetzt hat, 
| 
d 
Ka — 
dx 


welches die oben unter 
Die Rechnung 
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(79.) ein, 


114 2 


(66.) gegebene 


vereinfacht sieh offenbar 





44) r. d ( d’R ds ds’ \ 
‘ dz \dsds’ di dt /’ 
et EUR de!’ dR dy' dR de\ 
\dede' dt " dedy' dt ' dad dt 
u d er dx’ , dR dy'  , dR ds\ 
de \de di dy die ' de de! 
‚dydR ds 
ee ar 2): 
> d fdR ds’ ] 
rar! 
lässt: 
> fdR ds 
FM li ds’ nl 
2 d [ d’R ds ds’ d’R CHE dR =ä 
ee Geläsds die dı "A" \ı) Tas ar 
(78.). (79), (80.) und (81.) gegebenen 


nachdem man in der letzteren V dureh 


so erhält man: 


k d’(r’) ds ds’ 
dsds' dt dt 

drfd’R /ds'’. dR 
dx | ds’ \ dt ) ds’ 
Gleichung 


I-% ae 


r dt 
ds’ 
dt’ | 
ist. 
R den 


sehr. wenn man für 


Werth Null annimmt, welcher in $. 12 als der wahrscheinlichste bezeichnet 


wurde. Dann erhält man: 
] 1 
( ’ 
r k d’(r”) ds ds’ ) dA den 
r ne (1 r 2 dsds’ di dt) ur di / 
d 
(82.) { en r [ \&= d.r' dydy' , dz =, N dyA dae"\ 
bi dx Add "did dd "dt \r dı/ 
d, I (1 da’ 
r a. de\ 
re (1— kev'cose) k-, F 7) 
In dieser Form habe ich die Gleichung, welche zur Bestimmung der in 
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eine Coordinatenrichtung fallenden Krafteomponente dient, und sich natürlich 
für die beiden anderen Coordinatenriehtungen auf entsprechende Art bilden 
lässt, in meiner vorläufigen Mittheilung vom Feb. d. J. aufgestellt. 


Ss. 14. Kraftgesetz für Stromelemente. 

Will man die -Uomponente der Kraft bestimmen, welche ein Strom- 
element ds von einem Stromelemente ds’ erleidet, so hat man die unter (66.) 
eegebene Gleichung auf folgende vier Combinationen von je zwei Elek- 
trieitätsmengen anzuwenden: hds und h’ds', hds und —hds’, —hds und hds', 
— hds und — Ads, indem man dabei hds und Ads’ als bewegt, dageren 
—hds und —h’ds' als ruhend betrachtet. Von den dadureh erhaltenen vier 
Ausdrücken hat man die algebraische Summe zu nehmen. Man gelangt 
dadurch für die gesuchte Krafteomponente zu dem Ausdrucke: 


1.4, u d’(r" r dae\ ds ds’ 
hh dsds (- 2 de dsds ds ds /dt di 
oder anders geschrieben: 
’ N ; u " da'\ ds ds’ 
hh’dsds k a - Mu - — in 


bezeichnet man die Stromintensität, d. h. die während der Zeiteinheit 
durch einen Querschnitt fliessende Klektrieitätsmenge, für die beiden Ströme 
mit 2 und ©, indem man sich dabei die Elektrieitätsmenge nach demselben 
mechanischen Maasse gemessen denkt. welches in allen obigen Gleichungen 
Is’ 


di 
setzen. und erhält dann für die x-t 'omponente der Kraft. welche das Strom- 


. N * er . _ ds ( 
angewandt ist, so kann man © und ’ an die Stelle der Produete h 7 und 4 
( 


element ds von dem >Stromelemente ds’ erleidet. den Ausdruck: 


l 1 
d d 
. ‚/ r r de"\ 
kiidsds \ PCOSE— -). 
\ dx ds ds- 


In diesem Ausdrucke kommt die unbestimmte Funetion A nicht vor, son- 
dern sie hat sich bei der Bildung der oben erwähnten Summe fortgehoben. Wir 
haben also für die in eine gegebene Richtung fallende Componente der Kraft, 
welche ein Stromelement von einem andern erleidet, einen vollkommen bestimm- 
ten Ausdruck gewonnen, von dem wir sagen dürfen, dass er der einzige ist, welcher 
sich mit den beiden Annahmen, dass nur Eine Elektrieität im festen Leiter beweg- 
lich sei, und dass die gegenseitigen Einwirkungen zweier Elektrieitätstheilehen für 
sich allein dem Prineip von der Erhaltung der Energie genügen, vereinigen lässt. 
Bonn, Juni 18%6. 


























Ueber die Transcendenten zweiter und dritter Gattung 
bei den hyperelliptischen Funetionen erster 
Ordnung. 


(Von Herrn H. Weber in Königsberg. ) 


Die Verallgemeinerung der von Jacobi gegebenen Darstelluneen 


der elliptischen 'Transcendenten zweiter und dritter Gattung als Functionen 


des Integrals erster Gattung führt in der "Theorie der Abelschen Integrale 


zunächst zu folgendem Problem; 


ls sei s eine beliebige algebraische Funetion von z vom Geschleehte p, 


Pb(s, z) irgend eine rationale Funetion von s und z, ferner seien [,. 


ts ) “=(()) "»((\ 


m m, ... SP Punkte in der die Verzweigungsart von s darstellenden 


P= 


tiemannschen Fläche T, d. h. kepräsentanten von je p zusammengehörigen 


Werthepaaren von s und z: es soll die Summe 


("bis,2)de+/ "Dis, z2)de+ ++ / "P(s, 2)dz 


% 
*(()) “( 


-; .; - 


dargestellt werden als Funetion der p unabhängigen Veränderlichen 


De P > / "du. & / "du.. h; / "du 
u. Fa er 
wenn %. %. ... a, von einander unabhängige Inteerale erster Gattune sind. 
*. Y ® 1 .. 4 . . " 
Diese Aufgabe wird nun zunächst dadurch vereinfacht, dass man das 


Integral /® s,3)dz zerlest in eine Summe einfacher Inteeral zweite 
und dritter (sattung und die verlanete Dars ellune für jedes einzelne ı lese 
Interrale aufsucht. 

Nach einem von Riemann bewiesenen Natze (Theorie der Abelsehen Fune 
tionen Art. 5) lässt sich jedes Integral zweiter Gattung linear ausdrücken 
durch p Integrale erster Gattung, durch p specielle, beliebig zu wählende 
Integrale zweiter Gattung und durch eine algebraische Funetion, und man 
kann hinzufügen, dass die Coetfieienten in dieser Darstellung von den Un- 
stetigkeitspunkten des darzustellenden Integrals und von den Moduln deı 
Funetionselasse, der dasselbe angehört, nur algebraisch abhängen. Es 
bleibt also nur das Integral dritter Gattung, welches ausser von der oberen 


(Grenze und den Moduln noch von einem variablen Parameter abhängt. 
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Bei der Darstellung dieser Integrale zeigt sich nun, so lange man 
nur einen Unstetigkeitspunkt berücksichtigt, die Schwierigkeit, dass der 
Unstetigkeitspunkt in den Argumenten der darstellenden T'hetafunetionen 
als Grenze eines Integrals erster Gattung, also nicht wie bei den elliptischen 
Integralen dritter Gattung, ein Parameter vollkommen gleichberechtigt und 
vertauschbar mit den unabhängigen Variablen auftritt. Man kann diesem 
Uebelstand dadurch begegnen, dass man das Problem etwas verallgemeinert. 
indem man Integrale dritter Gattung mit nicht bloss einem, sondern mit p 
von einander unabhängigen Unstetigkeitspunkten zu Grunde legt, und als 
Parameter p Integralsummen erster Gattung einführt, welche von diesen Un- 
stetigkeitspunkten ebenso abhängen, wie die Variablen e,. &,, ... e, von 
den oberen Grenzen. 

Geht man von den 'T’hhetafunetionen aus, so stellt sich hiernach das 
Problem folgendermassen: 

Es sei 


a) I, 92m 
a Be Ba 
ER. u 


p 


v\ 9pN 9x gef N 

Br y' Ya, ( ' I 0 ( „es -)+ ( a r) Ri 
/ br ) =y > l,x ze 2 J N. 2 ’2 nn. 2 \Yx1 h, 2 J 
ee N 2 


F 


’ (9192+--M\ rm al 4 
worin der Zahlencomplex \), 2; (Thhetacharakteristik) irgend wie aus 


den Zahlen 0, 1 zusammengesetzt ist. Für a,, werden die Periodieitätsmoduln 
der Normalintegrale erster Gattung gesetzt und für u, m, 2... %,, 
%, ©, . . . ©, Summen von je p gleichartigen Normalintegralen erster Gattung 
mit veränderlichen oberen und passend bestimmten eonstanten unteren Grenzen. 
Es soll die Funetion 


\9,405++.+.9p 8 
y, J1J2 / . . 
D (U, — eG, UM ©), ... U, 0,) 
LTR N De DE ’ 


19,9 5 ' 
Y) J1J2 lt, +v U, 2 + Ö) 
N Pr > >“ ... 

} h, 6 \ lı I 1 21 - P y 


dargestellt werden dureh Integrale dritter Gattung und Logarithmen alge- 


log 


braischer Funetionen mit denselben Variablen, die in den Integralsummen x, ® 
die oberen Grenzen bilden. 

In gleicher Weise sollen durch Integrale zweiter Gattung und alge- 
braische Funetionen die Funetionen 


o log I 92 9p | 


Unh,...h 


(1, Ur, ... W,) 
Y 





ou, 
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dargestellt werden. Diese Darstellungen für den Fall p=2 durchzuführen 
ist der Zweek dieser Mittheilung. 
Setzen wir für diesen Fall 
r(x) = Val l—r)(1— ka)‘ l— k;x)(1 k,x 
So können die Integrale aller Zu derselben Klasse wie r(x sehörigen al- 
gebraischen Funetionen mit Zuziehung rationaler Funetionen von z und ri) 
und Logarithmen von solchen linear ausgedrückt werden dureh folgende fünf: 


» » 
dx dx 
vo, = ]J- u \ (Integrale erster Gattung). 
Ä r(2) r_ x) ' 
’ "dx "’de 
e = — db = . (Integrale zweiter Gattung). 
r\T, rx£) 


 rla)de 
m) - / / .. (Integral dritter Gattung) 
(a 


——a)r(z) 
In dem letzten Integral ist der Factor r(«) beigefügt, damit @+log(r—« 
in den Punkten z=e« stetig bleibe. Wenn 4, i,, A, reell sind. so soll 
"<< kh<k,<h, <<] vorausgesetzt sein. 


Die Transeendenten zweiter Gattung. 


Wir setzen zur Abkürzung 


» de .1r 2 > k; da ro de 
/ j —= i,. | ‚ - Bi / RB. / Bin. 
JS r(z) . r(T) r(x r(z 


() ” 1 ö ' 





I u r i 


u ed ! zdz ki xzde K2 ed 
en _— iL., J pr  —— Bu; : zu BL. ? En. 
: r(x) r(z / r(a r(x 





| 
| u 2’dz en 1 z’dz . k3 z’da a k? ’de . 
— = iE,, = E,. : E,. = iE,. 
« rz) « rı x « zT « r\x 
— 4 0) | j ) 
]-2 
3 
' 
u 2°’dr Lie 1 2°’dz i 'k3 z’de kt a’dr „aBs 
x = i@,. — — ln, (fr. - Als, 
x) « r zT u PIE « 2 
—_ & 0 I | 
k3 2 


%) 2 “) 3 

a x dx z’dr ER ni | 

*) Unter / ar; 4 -, welche nach der gewöhnlichen Definition der 
\ 2)’. r(z) ” 

m (0 


Ya 
bestimmten Integrale keine Bedeutung haben, sind hier die Hälften der Integrale 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIL »Heft 2. 18 
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Sind k,, Ay, A, reell, so sind es auch die Grössen K, L, E, @, und man kann 
über die Vorzeichen von r(z) so verfügen, dass: 


K,>0, L<O0, 
R,>L>E>%>0, 

G, >E, >L>KR>0, 
G, >E _>L>K>—, 


wobei r (x) zwischen denselben Grenzen stets dasselbe Vorzeichen hat. (Für 
den allgemeinen Fall, dass %,, k, 4%, complex sind, ergeben sich die Vor- 
zeichen von r(z) aus der unten getroffenen Bestimmung über die Perio- 
dieitätsmoduln). 

Wir stellen nun die Verzweigungsart der Funetion r(z) durch eine 
„weiblätterige Aiemannsche Fläche T dar, welehe wir durch ein Querschnitt- 
system, wie es in der beistehenden Figur angedeutet ist, in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche T’ verwandeln. (Die Verbindungslinie der beiden 
(Juerschnittpaare ist in der Figur nicht gezeichnet). 


b,- Pe 





Die punktirten Linien hat man als im unteren Blatte verlaufend zu denken, 
und die Anordnung der Blätter soll dadurch festgesetzt sein, dass auf der 
reellen Strecke zwischen 0 und I r(z) (oder dessen reeller Theil) im oberen 
Blatt positiv ist ®). 


dx 'z’dz . Be , 
/ ——, j: —- zu verstehen, genommen von 2=0 bis 2=(0 auf einem Wege, 
J r(& r(z) 


weleher den Punkt = w, aber keinen anderen Verzweigungspunkt einschliesst. 
Man kann E,, @, auch aus den Gleichungen bestimmen: 
1 


1 
ia ne a WERE an... k3 z’de 
tE,-HiE, = u ur, + U, == Fe 
nr”) r x) 
ı 


®) Die Zerschneidungsart ist so gewählt, dass die daraus gezogenen Folgerungen 
mit den Formeln von Rosenhain in Uebereinstimmung kommen. (Memoire sur les 
fonetions de deux variables et ä quatre periodes etc. Me&moires presentes de linstitut 
de France. Tome XI.). 








Man erhält unter diesen Voraussetzungen für die Funetionen «,. 
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W). 


e,. e, an den vier Querschnitten a,, b,, @, b, folgende Periodieitätsmoduln : 
Periodieitätsmodul von 


Am Querschnitt. 


Wir 


lineare Combinationen «,, %; 


führen 


w, w, e 
da, 2K, in IE 
b, aiK, 2ZL WE, 
4; 2K, 2L 2E, 
b; ZiK, 2%L, WE, 
nun als Normalintegrale erste 


derselben folgende Werthe erhalten: 


Ist also 


Am 


du, = 


©, ein. 


Y 


2 
26; 
2iG, 
26, 
26, 

Gattung 


Periodieitätsmodul von 


Querschnitt. 


a, 
b; 
a; 
b; 


(a —+Pp x)de 
r L) 


u 


ds, = 


so ergeben sich hiernach zur Bestimmung 


die Gleichungen 


und hieraus: 


ferner 








G, K; _ P, In - an l. 
a K,+P, L. = 0, 
Lori L, 
[84 = - 5,1 A r r 
ITer IE Er 
—K 
Be 2 Ina 3 
I, > zT - 
MaT2 KL—K,L, 
FR 
d,, Br 7 = .n - 
k, L, —K, L, 
K,L,—K,L 
d;, — n- 3 4 4 3 


Er -LE 


1 


(L,; 


(a, 


r 


der 


+ P,x)dx 


Gonstanten 


a, N, -| Bla =V, 


0, RK; +P:; L; _- eu) 


(Lo, 


[ Den 


nn — 
k 


ud 


wo 


„A 


„K,—K;L 
FTIL-KI 


A 


K,L. 
K, 


Kl, = L, 


4 


15° 


Ü,. 


zwe] 


solehe 


dass die Periodieitätsmoduln 
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Da das Integral / w,dw,, über die ganze Begrenzung von T erstreckt, den 
Werth OÖ hat, so folgt die Relation 

3) BRL-Kl+K,1,—KL = 0, 
d.h. a.=a,. Für reelle k,, A, k, ergiebt sich leicht aus den Grössen- 


bestimmungen (2.), dass @.,, a, und 
? KL, —K, L, 
K,L,—K,L, 


negativ sind, und dass also die mit den Moduln «a... 4», a, gebildete Theta- 


> 
da —Adıda = N 


F“unetion eonvergirt, was bekanntlich auch aus den allgemeinen Riemannschen 
Prineipien folgt. 

Die Grundlage für das Folgende bildet nun eine Reihe von Rela- 
tionen zwischen den Grössen K, L, E, @, welche analog sind der bekannten 
Legendreschen Formel zwischen den vollständigen elliptischen Integralen 
erster und zweiter Gattung. Man kann diese Relationen sehr einfach auf 

u. 


demselben Wege herleiten, auf dem oben die Formel (3.) gefunden wurde. 


indem man die Integrale 


fedw,, Jedw., Jedw,, Jedw., [erde 


über die Begrenzung der Fläche T’ erstreckt, wodurch man einen Werth 
erhält, der identisch sein muss mit dem, welcher sich ergiebt, wenn man 
die gleichen Integrale über einen kleinen Kreis erstreckt, welcher den Un- 
stetigkeitspunkt (= x) umgiebt. Um diese Relationen bequem darstellen 
zu können, setzen wir 
f(x) = z(1-e)(1—-kir) 1—k,er)(1—k;r) 
sy +y+yC+Y8, 
also: 
= IH RHRHRR 
75 = k+k4+k+kk;+k;kı+kık; 
7, = BR+BR+RR+ RER 
Man findet dann 
E,K,-E,R.+E,K,-E,K;, = (), 


\ ar 
E; L, —E, L» -- E,; IL,—E, L; —n — y ’ 
L E Y F Y e Y r 2arı 
(4,\ G,K,—@,K,+G,K,— G,K; nn z: 
Y I) Y Y Arı Yy 
GL, —G,L +G, 1, — @,L, — 3 — ' 
I; 
an y, 


BE - ira Ei = + 


En 














b.) 
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Formeln, denen man auch die etwas bequemere Gestalt geben kann: 
'ır . an’ K 
nE,+E,.a,+E&,a,. = — FREE 
tr 2 1t 3wı2 Y. K,L,- K,L, 
an’ K 
nE,+ E,a., + E.a, = ; Bu 
2 y, K,L,—K,;L, 
2n” y,L,-+?y,K, 
3y3 K,L,—K,L, ’ 
27’ yL,+2y,K 
3y; K,L,—K,L, ’ 


15 (KIa3—K; L,) 37; (K; (—K, (7, ) 7 5\ L,E»—L,E; 


+27,(K,E,—K,E,). 


Es sollen nun als Normalintegrale der zweiten Gattung zwei solche 





(3.) nG+@a,+ Ga, = 


2G,+ Ga, + G;,a, 


eingeführt werden, deren Periodieitätsmoduln an drei Quersehnitten ver- 
schwinden. 
Setzt man 


" » I » 1 » 2 I » s 
c‚ret,7 76,7 70,2% 
= dr, 
. r(X) 


lassen sich die Verhältnisse der Constanten e,. €. &. ec, einmal so be- 
stimmen, dass die Periodieitätsmoduln für die Quersehnitte a,. a,. b,. das 
andere Mal so, dass sie für die Querschnitte a,. b,, @, verschwinden. Man 
erhält so mit Anwendung der Relationen (4.) oder (5.) die beiden Fune- 


Iy.dx 2 y.xc" y20-+2y, 2° +3y.2° 
fr nf? Tr ” de+ L/ 2 Ir—K,f L HT de, 
r(x) i r() r(zx r(x 


"3y.dt ‚ [?y,+7.2 'y,.0-+2y,2°+3y,2° 
— Gr, ne -1- E,/ rs £ dx 1 Lf}= 7 Wi —K f? ! dx, 
r r(: r(X) | 


) T) 


tionen: 


Ss y 
il 
=> 
| 
„1 
e, 


WM 
» 


und mittelst derselben Relationen ergiebt sich für den Periodieitätsmodul 
von &, am Querschnitt b, ebenso wie für den von &, am Querschnitt 5b, der 
Werth —4ni. 

Wir führen nun die beiden unabhängigen Variablen e,. v, ein mittelst 


der Gleichungen 
'2,r(x,) 2, 1(2,) 
\” == $ du, + f du,. 


0 1} / 
. kr 
(d. \ 
) | 2, r(2,) ’x,,r(z,) 
le = / du.+ / du; 
0) “ 
1.2 


3 
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und betrachten als Funetionen von diesen die beiden Summen 


zZ 1 Ya, OR 1 2%, r(x;) 1E 
©, © IE en Fr (ds, 
(01, ©) Zinn >11 2in abe 
) 
IE 
°. | £ 
\ ) | zZ 4 ?%r,,r(2,) l 1 Ir, rl ar 
Id ©) _- eg dr we m). 
(01, 2) 2in) 51 Zin u 
\ k? 


Durch (7.) sind die symmetrischen rationalen Funectionen von &,, r(&,): 
r (x,) als eindeutige Funetionen von ©,, ©, definirt, und wenn in (7.) und 
(8.) die Integrationswege übereinstimmend angenommen werden, :so sind auch 
Z,. Z, eindeutige Funetionen von ®,, %. Diese Functionen Z,. Z, haben 
Folge der Eigenthümlichkeit der Functionen %,, & für jede der beiden 
Variablen die Periode nö und genügen ausserdem den Relationen 


| Z, (ve +au,; %+0.)—-Z, (0, 9%) = —2, 
(9. | Z, (6, +4;,. + 4») —Z,(v,, %,) = U, 
2 Ze ta, + an) Zle, ©) =, 

(+4, % +a2)—- (0, 9%) = —2. 


Diese Eigenschaften haben auch die Functionen 





RN 99191, r, San ‚v,) 
Olog Yan, I* dd) “ th, h, (dı3 0) 
er: A 


wenn (°' ne) eine beliebige Charakteristik ist, woraus folgt, dass die beiden 


Bi 
4,9, 1, . 
Oo 1089 | I19: (0, , %,) 
" tm, er 
Z,(0,, ©) — 
| ov, 


(10.) 


(9,91, 
o 108% va in ; \(v,, v,) 


ov N 


- 


FR %)) — 


t 


algchbraische Funetionen, und zwar symmetrische rationale Functionen von x,. 
r(2,): &, r(z,) sind. Die Darstellung dieser algebraischen Funetionen wird 
am einfachsten (bei unserer Voraussetzung über die unteren Grenzen und 


(00) 
(19) 


zu Grunde legt. Es lassen sich diese algebraischen Funetionen leicht durch 
Untersuchung ihrer Unstetigkeiten bilden. 


über die Querschnitte der Fläche T), wenn man die Function 9 (©,, %) 











H. Weber, hyperelliptische Transcendenten zweiter und dritter Gattung. 139 


00 \ . 
(v1, ®)) als Funetion 


Betrachtet man zu dem Ende nach (7.) 9) Y 


von z,, so ergiebt sich leicht, dass dieselbe unendlich klein in der ersten 
Ordnung wird für 28 = ® und für ©,, r(&,)=x,, —r(z,). Die Funetionen 
Z,. Z,, als Functionen von x, betrachtet, werden unendlich für x, = x. 
und zwar so, dass 

K VY. 3 


K,vy. 3 er 
+ er dc, 24 rc 
ri i ni oe 


für &, =» endlich bleiben. wenn €©,. €, Constanten sind. die sich leicht 
ausdrücken lassen, deren Kenntniss aber für unseren Zweek nieht erforderlich 
ist. Hiernach sind die algebraischen Funetionen (10.) vollkommen  be- 


stimmt, wenn noch beachtet wird, dass dieselben in Bezue auf x. r, 
symmetrisch sind, und dass sie verschwinden für ©, =0,.r 0, d.h. für 
1 
as m= Ks ergeiebt sieh: 
3 
OO 
Olog 1 44, u. " 
r \ . ®» r(z2 -r(x 
\Z.(e. ®,) _ Pr - 2 
( Ö ra 7 r 
(11.) un 2 
» 
olog9) 4 (o,v . | 
7 j Aa ii, r(@2)—r(z, 
| 2, (v,. Ü;) — Zum - - 
\ 2. od, MÄR) T . x, 
001 


Die Funetion 9) ,, $(01, 0) lässt sich, wie schon erwähnt, durch jede der 


4 
fünfzehn übrigen 'T’'heta-Functionen ersetzen. Es ändert sich dabei nur die 
algebraische Function, und man kann ihren Ausdruck erhalten, wenn man 
die Formeln des Herrn Roserhain für die Quotienten zweier Theta-Funetionen 
anwendet. Durch Elimination der algebraischen Funetion ergiebt sich aus 
(11.) noch 

( log® |, ı\ v.,d, Ologa} 

— KR; ! 


{ ! 2. oVv 


ı vr. 


v,n, 


(ie) K,Z,(e,. 0,)— K,Z,(v,. ©, ) = K. 


eine Formel, welche in ähnlicher Gestalt von Herrn Weierstrass gereben 
ist in der Abhandlung über die geodätischen Linien auf dem Ellipsoid 
(Monatsberichte der Berliner Akademie vom 31. October 1861). 


Die Transcendenten dritter Gattung. 
Um eine zweekmässige Normalform für die Integrale dritter Gattung 
zu erhalten, fügen wir zu der oben aufgestellten einfachsten Form ein 
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Integral erster Gattung hinzu, indem wir setzen: 


da der (y) d 
®(z, y) = rs at Dy/., +?) Ike 


und stellen die Forderung, dass die Funetionen &(y), 7(y) so bestimmt 
werden sollen, dass 


ölz, y) = ö(y, =) 


werde. Es ist aus einem allgemeinen Satze bekannt, dass diese Forderung 
erfüllt werden kann. 


n2 


Für +. ergiebt sich zunächst 
or 0oYy 


fy)+3(ec-Wfly) 


DE „ j 
Sn &D'(y) Pa). 
(»—y)'r(z)r(y) +) y ‚r(e) Y 
und wenn wir 
ey (y) 
By) = TR, ey = 
r(y) ’ r(y) 
Setzen. 
o’o F(x, y) 
Oz0y  (z-y)’r(a)r (y) 


worin 
Fixz,y) = fy)+4(2-y)f(y)+ie—y)\p(y)+zw(y)- 
. 
Diese Function soll nun in Bezug auf x, y symmetrisch sein. Daher 
müssen p, w ganze Functionen, die erste vom dritten, die andere vom 
zweiten Grade sein, und D(y). P(y) werden Integrale zweiter Gattung. 
Setzen wir 
yy) = utraytay+oy, 
v(y) = ateytay', 
so ergiebt sich, indem man in F(z, y) die Coeffieienten von y’, y*, zy” gleich 
Null und den Coeffieienten von xz° gleich dem von y’ setzt: 
Da 2753 — Ja 6, = 275; G=— 373; 
während e,. e,. ce, unbestimmt bleiben. Hiernach lässt sich die Funetion 
Fix,y) auf die Form bringen 
F(z,y) = 4z(1-z)(1—- kiıy)(1—kiy)(1— Ay) 
N 


+2 -y) ot+3 + (a9) at y)+(lcı +37) 2Y) 
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und für g und w ergiebt sich 


Q: yy) = arayryıy H3Ys NY; 
(13.) 133 2753 
(viy) = (G1-4%)+cy+4YyY'. 
Wir haben demnach für © (x, y) die beiden Ausdrücke: 
En r(y)de , (? yıy)dy [de , [" w(y)dy f* da 
je“, ) / (x dr LI / r(y | / v2 h / r 7 | / "(zT 
(14.) ü ” j = | 
| ( r)dy / = g(z)dı / 5 dy / = w(x)de / "y dy 
. Fr —- e)r(y) « iR) . r(y 2 "r(T) « r(y 


und diese beiden Ausdrücke werden in der That dann mit einander übe: 
einstimmen, wenn als untere Grenzen der Integrale, zu z und y gehörig 
zwei solche Werthe genommen werden, für welche r(&) bezw. r(y) ver 
schwindet. 

Wir erhalten nun für die Periodieitätsmoduln von @, als Funetion 


von x aufgefasst: 


dy [ Y ann af ydy f n(a)da 


‘ a y’aıyze® 1 2 -) 
am (Juerschnitt a: 2 / 


"(Y)« r(x . r(y)« (a 
of W_f yodde | „f’ ydy f" wia)de 
> ” ” B: uud p, 1 > / 
. r(y)«» r(T, u r(y)« r(xz 
Y ; J 


; dı 3 g(r)dx [ d 3 wlae)da 
- - - u: 2/ — / | af - = 3, 
« | « Er 


r(y) ei 
3 ) 
I 
” € - >»: 2 / y / gt | H2/ ydy / ı w(e)da i 
rw+ r(y): r(x 


Es soll nun über die in © noch unbestimmten Constanten so verfügt werden, 
dass die Periodieitätsmoduln dieser Funetion an den (Juersehnitten @,, a 
verschwinden. Dafür ergeben sich zunächst vier Bedingungen: 

vr; +taL+YnE+3Y4@ = 0, 

u c, Kin E,+37;6; VD, 

ER: 39; )R2-+ ( hen = 0, 


\(\C,— 1; )K;+cı, L, - r37; E, — 0), 
aber es lässt sich leieht aus den nn (4.\ u (D,.) nachweisen. dass 


(15.) 


von diesen Gleichungen eine aus den übrigen folgt. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 2. 19 
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Man findet nämlich 


ne: a w EL—EL, 
273@ 25 KL,—K,L, ’ 
k 1, BEER 
ee u zen Tag 
e J E L,—E,L, ar G, L, —(G L 
1) (a - Va ee 


EK,—EK, .. GK—-GäK, 
Cı = = NY "zu Fi -; u, 
BL Ti SATTEL TZL 
1v,+ j 4 E,L,—E,L, 
2 2/5 r 
| K,L,—K;L, 
Setzt man diese Werthe der Constanten c,. e,. ce, in die Funetionen 9, W 
ein, so ergeben sich für die Periodieitätsmoduln von @ an den Querschnitten 
b,, b,, wieder mit Anwendung der Relationen (5.) resp. die Ausdrücke 
4 vd L,—yK 
\ Din / = AB... 
17. ’ r(y) K,L,—K,L, 
[ld L,—yK, 
| _2in / I Y 
| ’‘rWy) K, x ‚—K,L, 
Nachdem so die Function @ (x, y) völlig beat ist, führen wir zwei 
Paare von unabhängigen Variablen o,. ®;: w,, w, ein vermittelst der Gleichungen 


'2.,r(2,) %,r(2,) 
== / du, + / du,, 


() | 


Kz 


rt, r(z,) La, r(2,) 
== / du, + f dus. 





) 1 
2 
(18.) can u i 
BD, = / du, + / du,, 
0 5 
k3 
ra) Y,r(m) 
= du,+ / du, 
7 
},2 


3 


und betrachten als Funetion von diesen die Summe 
II(v,,©: w,,%») 


| 2,11%, ) Hs r(v,) 0’ c.,r(2,) „r(Ya ,) 0 ’u 
= / / | ”_ dady- uf > daedy 
x P oxoy oxoy 
0 () 


( 
(19.) E 
'zur(z,) rn) 00 ’%9,r(%) Y2,r(Ys) 0’0 
NT NT ey + / 7 dedy. 
. . OToy oToy 
l () 
Rz k3 k3 
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Diese Function hat die Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn e,. ®, mit 
©, w, vertauscht werden, und aus den Ausdrücken (17.) für die Periodiei- 
tätsmoduln von @ ergiebt sich ferner, wenn h,. h,. I, L, ganze Zahlen sind: 


Ie,+hni, u; +h,ni; w+lhni, ww +lL,ni) = Ilvo,. v.: w,. w 
IIKoe,+a.. ta: %,, ©) = II(v,, %: w,., w)+4w 

(20.)  II(e, + Ar. % ta: W,, %,) IIKv,. v:; w,. w.)+4w;. 
Ivo, ©; wı ta, m&+a.) = Iflo,, 9; w,, w.)+4te,. 
‚J/I(v,. v%: w,+ta,. %-+ 4») IIKv,, 0%: w,. w)+4e,. 


(abgesehen von ganzen Vielfachen von 27, welche durch das logarithmische 
Verhalten der Funetion ® eingeführt werden können.) 
Dieselben Eigenschaften bezüglieh der Periodieität besitzt auch die 


Funetion 
ayryı, 
—p.,.t w 
N 1 1 \ (v, 1 2 2 / 
Fo 
© (00) 
Fl rw, ,v,+w,) 


woraus zu schliessen. dass 


(00) 

4,1 @ wi, u 
TI I)ı.a ©. D,. Ya) — (or 
(%,, %; %,, %,) — log 001, 


kr, rWw,) 
gleich ist dem Logarithmus einer algebraischen Function von z,. 2. Y,. % 
und zwar einer rationalen Function von z,,r(z,), 2, r(2,), 91. r(yı). Ya. r\y; 
welche ungeändert bleibt, wenn man x, mit x,, y, mit y, oder x,.2, mit y,.% 
vertauscht. Diese Funetion lässt sich aus ihren Unstetiekeiten leicht her- 


00 *“ ' \ 
ll du, . / du, ) 


stellen. Da nämlich 


als Function von x, verschwindet in den Punkten ©, =» und «, z ‚80 
verschwindet | 
s|,, ( P du, Sau, "dan - F' du; -/ du; / du; ) 
j j i 
in den Punkten , ={&,,0:=&. Um also die Punkte zu finden, in denen 


00 \ . 
11\ (ei %,,%+%,), als Funetion von x, betrachtet, Null wird. hat man 


19* 
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die Congruenz zu lösen 


du + aut f du +f du, + "au, =, 
1 i 1 v ! 


L. r „a 

12 k? [E 
San, + "aut f du; +/ du; +f du =, 
& 1 R 1 uf 1 

k3 k? k2 


und nach dem Abelschen Theorem ergeben sich die Punkte &,, & als Null- 
punkte der Funetion 

Ic, r(\2,)’ 0, rm): Yı,r\yı); Yı» r(9:)) 
(1-kx&)x2,,. 1-kx)&.r(z), cır(&) 
(1-k,2,)2,\ 1-k2.)2,r(&), &r(®;)| 
d-Ry)y. d-Ry)yry)yıryı) 
l-ky)y, I-ky)y, ri) yr(y) 
‚00 \ 
111) 
dadurch, dass man r(y,), r(y,) dureh —r(y,), —r(y,) ersetzt. Demnach er- 
giebt sich für die Funetion IT der Ausdruck 


II(v,.,©.;w,, %; 


Hieraus erhält man die Nullpunkte von 9 © —W,.%—%,) einfach 


\ g.) VON, 
*) ı (9 »,, d%.—W,) . \ \ 
(21.) | ie a ’ au Pe 4x ,.r(z, );r,r(2,) Yy,r(y,); Y,r(Y,) 
/ ” 0, - Eh 1x... Marla yauır(2, yo try Yan —rlY5)) | 
7 BER vo. TWw,d%, TW,) 
ze . . . rd) a u ie 
Auch hierin kann die Funetion Fa durch jede der 15 übrigen 


T'heta-Funetionen ersetzt werden. 


Königsberg im Mai 1876. 
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Ueber ein dreifach orthogonales Flächensystem, 
gebildet aus gewissen Flächen vierter Ordnung. 


(Von Herrn A. Wangerin.) 


In seinen Vorlesungen über Dynamik sagt Jacobi bei Einführung 
der elliptischen Coordinaten (pag 198): „Die Hauptschwierigkeit bei der 
Integration gegebener Differentialgleichungen scheint in der Einführung der 
richtigen Variablen zu bestehen, zu deren Auffindung es keine allgemeine 
Regel giebt. Man muss daher das umgekehrte Verfahren einschlagen und 
nach erlangter Kenntniss einer merkwürdigen Substitution die Probleme 
aufsuchen, bei welchen dieselbe mit Glück zu brauchen ist.“ Im Folgenden 
soll nun eine neue derartige Substitution mitgetheilt und dieselbe ausser 
auf einige Fragen der Geometrie auf die Differentialeleiehung des Potentials 
angewandt werden, die sich nach Einführung jener Substitution auf eine ge 


wöhnliche Differentialgleichung redueirt. 


Zerleet man die Gleichung 
c+iy = eosam(t-+ew) 

durch Trennung des Reellen und Imaginären in zwei Gleichungen von der 
Form F(z,y,=0, P(z,y,u) =0, so erhält man zwei Systeme sich recht- 
winklie schneidender Curven, deren jede die Form hat 

(1.) (a+yY-+Ar+By—D = (. 
A und B sind dabei Funetionen der variablen Parameter f, a, also von 
Curve zu Curve veränderlich, während D für die Curven beider Systeme 
eonstant ist. Für alle Curven hat ferner der Ausdruck 
9,  4D’+A.B 

A—B 

einen eonstanten Werth. Aehnliche Curven erhält man, wenn man die ellip- 
tischen Funetionen sinusamplitudo oder fFamplitudo an Stelle von cosinus- 
amplitudo setzt. Diese Curven sind zuerst von Herrn Siebeck untersucht (dieses 
Journ. Bd. 57). Einige weitere geometrische Eigenschaften derselben habe ich 
gefunden bei Gelegenheit der Reduetion der Potentialgleichung für gewisse 
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Rotationskörper [Preisschriften der Fürstlich-Jablonowskischen Gesellschaft 
zu Leipzig, No. 18. 1875]. 

Die Analogie der eben definirten krummlinigen Coordinaten f, « mit 
den elliptischen Coordinaten in der Ebene legt die Frage nahe, ob es nicht 
auch, den eonfocalen Ellipsoiden und Hyperboloiden entsprechend, ein drei- 
fach orthogonales Flächensystem giebt, dessen Flächen durch eine analog 
der Gleichung (1.) gebildete Gleichung bestimmt werden, während die Con- 
stanten der Gleichung durch Relationen analog (2.) verbunden sind. Ein 
solches Flächensystem existirt in der T'hat, wie die folgende Untersuchung 
zeigen wird. 

Dem Satze, dass confocale Ellipsoide und Hyperboloide sich senkrecht 
durchschneiden, entspricht der folgende Satz: 

Satz: Die drei Flächen 

ee "+Az° +By +03 =D, 
(3.) (a+y+2),+Ar8+By +03 = D, 
(a+y+z)+A,ne+Bıoy+C®= D’ 
schneiden sich rechtwinklig, wenn die in ihnen enthaltenen Constanten folgenden 
Bedingungen genügen: 


4D’+AB _4D’+AB, _ 4D’-+A,B,, 











r wi — AL 
\ .) 

AD’+AC _4D’+AC,  4D’+A,C, 

A—C u A,—t, Be A,—C., 


Damit jedoch jene drei Flächen sich wirklich schneiden, ist die weitere 
Bedingung nöthig: 
(5. de 4D’-+-AC. 4D’+-AB __ 4 
. Pene Fr a 

Beweis. Als Bedingung dafür, dass die drei Flächen sich senkrecht 
schneiden, erhält man nach einigen leichten Reduetionen, wenn man zur 
Abkürzung 

2 +y°+2 ER 0° 

setzt: 


I 


(4 A, @+BB, y’+C0C 2#-+4D’o’ 0, 
(6.) AA,@°+BBu,y+C C„z2+4Do = 0, 
A,Au&+B, By +CC,2+4D’eo =. 


Kliminirt man aus den sechs Gleichungen (3.) und (6.) x’, y’, z’, so erhält 
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man drei Bedingungsgleichungen für A, B ete. Die Gleichungen (6.) zeigen 
2 2 2 

. . yy® . . » . r as . IL ı “ 

nun, dass es bei jener Elimination nur auf die Verhältnisse "E Em 
) 0 0 


kommt. Diese erhält man leicht, wenn man je zwei der Gleichungen (3.) 
subtrahirt und dazu die Gleichung =’+9y’+ 2° = o°’ nimmt. 
Setzt man 
BC A-A, ‚B-B, 
a B-B2..0-6, m. 000 ‚AR Vi SU mE 57 Sr ug SUR 0 
BE, 
so wird 


[A 


"Zu 4 ur 4’ 0 A 
Die Gleichungen (6.) werden somit: 
AA, A+BB, 1.+CC, 4,+4D’4 = (0, 
„A+B Bıh+C C1h;+4D4 = 0, 
‚Auf+B Bı4h+C,C0,ı4+4D4 = (0. 
Diese Gleichungen werden nun durch die Annahmen (4.) erfüllt. Denn 


”" 4 y 


(6°) 


nn DEE 


AA 
‚A,- 


setzt man 


e 4D°’--AB 4D°’-4-AC 
3 en D, IC 


drückt mit Hülfe derselben B und € durch A aus, ebenso (nach (4.)) B, 


=nD, 


und ©, durch A,, B,, und ©, durch A,,, so wird 
2. D’(m’-+-4)(n’-+4)(A—A,)(A—A,,)(A,—A,,)(m—n) 
177 (A-+mD)(A,-+mD)(A,,+mD)(A-+nD)(A,+nD)(A,, -+nD)' 
D’n’ H4)( A—A,)(A—A,,)(A ,—A,) 
(A+nD)(A,+nD)(A,,+nD) 
 D(m’+4)(A—A,)(A—A,,)(A, —A,,) 
(A--mD)(A,-+mD)(A,, -+mD) 


Daher geht die erste der Gleichungen (6°) nach Unterdrückung der ge- 


„= 


4, = 


meinsamen Factoren in folgende über: 
AA, (m — n) (m’ +4) (n’ +4) D—- (n’+4)(A,,+mD)(m A—4D)(m A,—4D) 
+(m’+4)(A,u+nD)(n A—4D)(n A,—4D) 
+4 1|D’ (m? +4) (n’ +4) (m — rn) — (n’-+4)(A+mD)(A,+mD)(A,-+mD) 
+(m?+4)(A+nD)(A,+nD)(A,+rD); = 0, 

und dies ist, wie man sich leicht überzeugt, eine identische Gleichung. 
Ebenso werden die beiden andern Gleichungen (6°.) durch die Bedingungen (4.) 
identisch erfüllt. 
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Damit ferner die drei Flächen (3.) sich überhaupt schneiden, müssen 
die Werthe von 2 er . positiv sein. Dies findet, wenn m >n und 
A A Tai di vorausgesetzt wird, statt, wenn die Bedingung (3.) erfüllt ist. 
Dann sind, wie man leicht erkennt, die nicht gemeinsamen Factoren von 


„® 


Sn m u” Z .,. Bu . 
4. 8, 4, und 4 positiv, daher no er „ positiv; und damit ist der obige 
S x q 


Satz vollständig bewiesen. 
Zusatz. Aus den Gleichungen (4.) folgt noch: 

(4a 4D’+BC en 4D’-+-B,C, ku 4D’--B,,C,, _ mn-+-4 

| B—C B—€C, B,—C, m—n 
Ks wird daher jede der Flächen (3.) durch jede der Coordinatenebenen in 
einer Curve geschnitten, die unter den Gurven (1.) enthalten ist. Jede andere 
dureh den Mittelpunkt gelegte Ebene schneidet die Flächen in eben solehen 
Curven, eine nieht durch den Mittelpunkt gehende Ebene aber nicht. Be- 
stimmte von den Mittelpunktsschnitten werden Lemniscaten im weiteren Sinne 
(Cassinische Uurven). 


-D. 


2. 

Lässt man in den Gleichungen (3.) die drei Constanten A, A,. Aı, 
innerhalb der durch die Bedingungen (5.) angegebenen Grenzen varliren, so 
stellen jene Gleichungen drei orthogonale Flächenschaaren dar. Dureh die 
variablen Parameter A, A,, A,, dieser Flächenschaaren, oder vielmehr durch 
andere von diesen abhängige Grössen sollen nun zunächst die recehtwinkligen 
Coordinaten x, y, 3 eines Punktes ausgedrückt werden. Statt der Parameter 
A, A,, A,, drei andre Parameter zu wählen ist zweckmässig, um symmetrische 
Ausdrücke zu erhalten; nur sind die neuen Parameter so zu wählen, dass die 
bedingungen (4.) erhalten bleiben. Ich setze daher: 


ah—4D’ b4i—4D’ cA—4D 
A =-5 DE en A 
\ 4a A+b | A+c 
al) -—4D' bA -—-4D’ j cl}, —4D’ 
ae We... öl m ee "ieh: ze 
Ara A, +b A-+c 
al, —4D’ b4, —4D’ ck, —4D 
fü: _— = Bu; au a z a U, = - . 
di, .- Ad -b A, re 


wo a,b, ce Uonstante, 2, A,, A,, die variablen Parameter sind. Dann wird 
IA, = F.(4D’+b’),(4D’+c)\(b—-c)(A-+a)(A,+a) (i,,+a). 
A, = F.(4D’+e\(4D’+a)\(c—a)(A+b)(A, +b)\(A,-+b). 
(9.) 4, = F.(4D’+a’)(4D’+b’)\(a—b)(A+c)(,+e)(A,-+e), 
(A—A)(A—A (A, —A,) 


l 


(A+a)(A+byAFe)A, +a)lA, +b)CA, +), +a)Ch,, +6), ,+e) 
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Zur Abkürzung setze ich noch: 
(4D’+b’)(4D’+c)(b—-c) = o, 
(4D’+c')(4D’+a’)(c—a) = ß, 


(10) |@D4+ a)(4D’+b')(a—b) = y, 
(a—b)(a—c)(b—-c) — A. 
ab+ac+be—-4D:® = B. 
abe—4D(a+b-+ce = T. 
so ist 
| a+P+y =A.B, 
11) aa+bß+cy = A.T, 
aa+bP+cy = —4D’A.B, 
\Wa+b’P+cy = —4D’A.T. 


Daher wird 
A= Ad,+4. +4; 


(9°) nz, 
— F.A'B [A A —4D(44+ hıt-h, | - Phi +44, -/. /. | -AD . 
eu 
E. r durch die neuen Variablen bestimmt. 
0 


Ferner ergeben sich die Grenzen, zwischen denen 2, 2,. 4, liewen 


2 


. . T 
und somit sind Fü 


müssen. Ist «>b>ec, und soll >44, > 4. so muss 


u Se 
ie Ei EREENEDR, i | 
sein, damit nr Ze positiv werden. Um o° ebenfalls durch 4. 4.4 
IE DR 


) 


auszudrücken, hat man aus der ersten Gleichung (3.): 
4 1 . (AA, +B4, 7 C4,) 


0 ro - 4 


D’ 
Nun ist 
A, B. C 
A4,+B4,+C04,=|A-A, B-B, 0-6, 
id BR. C-E 
1A B c6| 
=-/4, B.: G|= 
VE 
Daher 
ea _ 2p: 


2 vun EEE an m 
A 24 VryYy’+4D’1 
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Von den beiden Vorzeichen ist, falls D° positiv ist, nur das obere zu nehmen, 
Yes ze” * . 1} . LP * - . 
da für das untere —- ete. bei der obigen Grenzbestimmung für die 4 negativ 
0 2; 


“ OA y ’ ” eo. 
würde. Dass man für —; ete. nur einen Werth erhält, hätte man auch a priori 
sehen können, da jeder vom Mittelpunkte aus gezogene radius veetor jede 
der Flächen nur in einem Punkte schneidet. 


Aus den Werthen (9.) ergiebt sich leicht / als symmetrische Funetion 


der A, und zwar wird: 
19, \V = F.A.\T[Rh, 4, —4D’( +, + 4,)] 
urn 94) 
I. —4D’B[A, + AR + hd —4D°]). 


Nun haben V und 4 den gemeinsamen Faetor F.A, Y v’+4D"4I° hat so- 
mit denselben Factor, während der andere Factor nach einigen Reduetionen wird: 
| | . 2 41D° %”\ . [A4, Au; —4D’ ( /, + h, - A: + AD’ Ah, + Akt s A —4D' 

— VY(a+4D°,(b’+4D° (€ +4D°y(#°+4D°) (15) +4D°) (4, +4D°). 
Wird nun gesetzt 


IN = Tfir a1 AD°O-t +2 )]—ED°B [RA HA 42, Au —4D°] 


(14.) 
+ Y(a’-+4D°) (b’+4D°) (e’+4D°) y(4°-+4D°)(47+4D°a,+4D). 
so wird 
0 2D 
ae 7 Wi. 
und 
i 2D’a(A-+a)(A, +a)(A, +) 
( 19.) ” A.N 
2D’A(A-Hb)(A, -Hb)(A ,—+b) 
0 A.N 
a __ 2D’y(A-re)(A,--e)(A,,—+e) 
k i A.N 


Diese Ausdrücke der rechtwinkligen Coordinaten unterscheiden sich von den 
entsprechenden Ausdrücken in elliptischen Coordinaten nur durch den ge- 
meinsamen Nenner N, der eine symmetrische Funetion der 2 ist. 

Man erhält ferner ein zweites, von dem eben behandelten ganz un- 
abhängiges System von orthogonalen Flächen, wenn man in den Glei- 
chungen (3.) und (4) —D* an Stelle von D°’ setzt. Dadurch bleiben alle 
eben entwickelten Formeln wesentlich ungeändert, nur kann in diesem Falle 
die Wurzel im Nenner ein doppeltes Vorzeichen haben. Von besonderem 
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Interesse ist dieser Fall hauptsächlich deshalb, weil er für D x. während 


b, e endlich bleiben, genau in die elliptischen Coordinaten übergeht. 


>. 

Die weitere Untersuchung irgend einer der Flächen des obigen Svstems 
erfordert die Kenntniss der von Lame Ditferentialparameter erster Ordnung 
senannten Funetionen A, A, A, welche durch die Gleichung 

’ di. di di 
de’ +dy --dz‘ | .- _ 
Li A h Cu R\, 


definirt werden. 
Durch BURESERUNEREN Differentiiren der Ausdrücke (15.) ergiebt sich: 


„JR alle) +29) -( a\ı 
m: NG 7 \04/ "\o47/\ 
x” . y' S 2 oN f & y x \ 1 oN 
(A--a)’  (A+b)’  (d-+-c)' N O4 \i-ta Ab A--c/ \ 9. / "N 


Um die folgende Rechnung zu vereinfachen, setze ich: 
P a (1.1, -ADdB+(1 - AT, 
0 = (dn—4D)T—4D%+A)B, 
16) {R = V(&+4D%(,+4D), 
|s /(@ -4D)(0’+4D) (€ AD), 
a= a+b-+ec, 
so wird: 


'+4Db = SS‘, 


E” 
(17.) In9. -4D’BP = (1,4, —4DY)S’, 
| o- ı4D’P° = S°’R. 
Ferner ist 
N = 40-4D’P+SRVi+4D‘', 
"0 E E 
weh win FEN £ 
“ Be 
0" = = (PA+0). 
Endlich wird 
a PR TORNL. = un -[#P+4aP-Q)+BP—-aQ+S"). 


Q@+a) " a) (em N(-+a)(2+b)(A+c) 


Um die letzte Gleichung abzuleiten, sind ausser den Relationen (11.) 
20 * 
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zwischen e, ß, y noch die folgenden nöthig: 
‚ alb+e)+ Pl(c+a)+ yla+b) = A.(aB-T), 
18. EZ (b+e)+Pb (e+a)+ye(a+b) = A.(al'+4D°B), 
Pen +Pb’(c+a)+yc(a+b) = A.4D’(—Ba+T), 
abe+Pca+yab = A(B’—al"). 
Demnach wird: 


BE " gPA’+(aP—Q)A+-BP—aQ--S° 
e a (AtayAa+b)Atc) -7° „P+ (5 -) (Pr+0)} 


Nimmt man zunächst die Hälfte des zweiten 2 mit dem dritten 
Summanden zusammen, so ergiebt sich: 


1 ON 7 oN oN N.SR 
u ae „G n) a rar an 


oN 


so dass 


l D > ı LP 2 7 
” IN: Ö-La)(+b)O- [0) [P» +(aP— O)A+BP—-aQ+S°]N 


+ u 4 4D: ——_ (+8) -b)( i+e)\ 


wird; und dieser Ausdruck geht nach einigen Reduetionen, mit Benutzung 
der Relationen (17.), in den folgenden über: 

1 D’ 7 a 7 Zn Fi r 

-_- | 8°(40—4D’P)(A—4)(A—Aı) 

n” — 2N’(Ata)(A+6)(A-+-0)+-4D°) x ) | . 

+ SRYR+4D’SA—) AA) 

D°S?(A—1,)(A—2, ).N 
2N’(A-+a)(A+b)(A+c)(A’-+-4D?) 
Daher ist 


| DSy(A—A)(A—A) 
| ho V2N(A+a)(A+b)(A+c)(A+-4D°) 
19, 3 a DS y(A, —A)(A, —4,) 
h, V2N(A, +a)(A, +b)(A, +c)(A: -+4D*) 
! DSY(A,—A)(,—A,) 
Ih,  YaNlhta)(d,tb)Q@,, te)? +40) 


Aus diesen Ausdrücken folgt nun leicht 1) die eonforme Abbildung irgend 
einer Fläche des Systems, 2) die Reetification der Krümmungslinien, 3) die 
Complanation der Oberfläche. 


I) Soll z. B. eine der Oberflächen 4 = const. auf einer Ebene abge- 
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hildet werden, so hat man 


2 | 2 2 | 127 | 72 

de’ -+-dy +dz’ = j di.) + ve di, 
D’S’(4,—4,,) | an £ (A, — A)dA, rs (A— A, )dA, . ! 
RN Ui taj(A,+b)(A,-+c)(A?+4D°) "(A +ayla,,+b)A,,+c)(A?,+4D) 


Der gemeinsame Factor beider Glieder, sowie auch die Factoren von di; 
und di, sind positiv (Gl. 12). Setzt man daher: 


| ' en ' 
\ £ = / Faze h - » — 
(20.) | . Y(A,—+ a)(h, +b)(A, +e)(A +4D°) 


N) 
a WE 


[ a—-1.0, 
u 
+“ Y(A,+a)(A,,+b)(A,,-+e)(4? +4D°) 
und sind T und U die rechtwinkligen Coordinaten der Ebene, auf welcher 
jene Fläche 2 = eonst. abgebildet werden soll, so ist: 


| THU = fit+iu), 


(21.) ft-+Hiu)-- ft— iu) ft +iW)—f(t-—- iu) 
In 2 . I — 9: 


wi 
wo f eine willkürliche Funetion bezeichnet. Der Kartenmodul wird dabei 
Y2N 
DS] ) a 2 
und für den Fall, dass den Krümmungseurven die Coordinaten T, U selbst 


Yf t+iu)f(t—iu), 


entsprechen, wird F(tHiw f(t-in) =1. 
2) Die Bogen der Krümmungseurven auf einer der Flächen A = eonst. 


werden: 


DS f YA —A)A, —2, )dA 
\ v2. vNy(A,--a)(A, +b)(2, -+-c)(2?-4-4D°) 
22.) und 
DS [ Y\A,—A, —A)dA, 
Y*. vNy(A,+a)(A +b)(2, c)(A}, —+4D°) 


Diese Integrale, welche wegen des Faetors YN im Nenner eine Doppel- 
wurzel enthalten, können noch auf eine etwas einfachere Form gebracht 
werden durch folgende Umformung: 

Bezeichnen P,, Q,, R, diejenigen Ausdrücke, in welehe die Ausdrücke 
P, 0, R (16.) durch Vertauschung von 2 mit A, übergehen, so ist 


— 0, 4,-+4D’P + SR, y2?+4D’ 





1 
(23.) IN 
® 


0,1,—4D’P.+SR, y2?+4D° 4D°(P 3.+0,) 






ıIY-9,+%&DP YA, —&iD-+y—0,—2%iDP, yY), + 2%iD )’ 


Mn 2D(P A, -+0,) ° 
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da ebenso wie in (17.) 
0) +4D’P = S’R 

wird. Das erste der Integrale (22.) wird demnach: 
(994 4 YA, — A), — 4) V—0Q,+2%iDP, YA —&iD-+y—OQ, —&DP VA, +2iD 

Va ta) + Da. -c)(A, +2iD)(A,— %ÜD)P +0) 
Da nun 4, weder in P, noch in Q, vorkommt, so ist der Bogen deı 
Krümmungseurve gleich der Summe zweier ultraelliptischer Integrale dritter 
Gattung, von scheinbar imaginärer Form. 


di. 


3) Ein Stück der Oberfläche A = eonst.. welches zwischen zwei 
Krümmungseurven der einen Art A, und A, und zwei Krümmungseurven der 
zweiten Art A, und 4, eingeschlossen ist, wird: 


IT: (2, AV —A)A— 1, ,)dA,d),, 
Ny(A,+a)(A, +b)(A, + 047 4-4D°)y(A, +ayA,-+bJA, +)? -+4D®) 


I\ 1 I 
Dies Integral theilt sich nicht, wie das entsprechende für die Oberfläche des 
Kllipsoids, in die Summe zweier Produete von einfachen Integralen, da der 
Factor N eine entsprechende Zerlegung nicht zulässt. Man kann jedoch die 
in N enthaltene Wurzel in den Zähler bringen, da 


1 _ —04-+4D’P+ SRy3# +4D° 


N” 4D’(PA-+0)° 
ist. Das obige Integral theilt sich dadurch, da P und @ lineare Funetionen 
von 4,44, und 4,4, sind, während 
R = Y#+4D’YiR,+4D: 
ist, in zwei Theile, deren erster sowohl in Bezug auf A,, als A, ein ultra- 
elliptisches, deren zweiter in Bezug auf 4, und 3, ein elliptisches Integral 


wird. Doch enthält stets das Integral nach 4, noch A, in sich und umge- 
kehrt. Setzt man 


di, 
er. # 2 — a, +a)(A, +6) +02 +40’) 





dh, 
rn 0330,20), +b)Q@ Fey FaDy) ’ 


1 





JS - ” A.dh, 
J —A)(A, +a)(A,+bXA, +oA2+4D°) 





z A,dA, 
er Va—a, Au Fa), +6), Fo@: ‚+4D°) ' 
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so werden A,.4,, 4+4, und YA} +4D’Y3,,+4D° ultraelliptische Funetionen 
von a und ©, die sich als rationale Funetionen von #-Funetionen mit zwei 
Argumenten darstellen lassen. Ferner wird 
A —2 )di di, 

Ya, — AA, +a)A, +b)(A, +0? +4D°)yA—2, ,)(A, ,--a)(A,, +b)A, +e)(A?, +-4D®) 


— — dudv. 


Somit wird das Oberflächenstück 


(G—)A—1,) 
N/A .- 11 dude, 


Qa—1,)A— 2 ,) 


wo - N eine rationale Funetion der Transcendenten (x, ®) ist. 
t. 
Transformirt man die partielle Differentialgleichung 
HH = 


indem man die rechtwinkligen Coordinaten z, y, z dureh die oben definirten 
krummlinigen Coordinaten ZA, ,, 4, ausdrückt, so eeht dieselbe über in 


folgende: 
yra) °V 
3 ’ — N 04 
(24.) = (—Au)VYf(A) ; (), 
Darin ist 
(25.) fi) == {A N a\lA- b (ec (1 } LD*’\. 


V ist der gemeinsame Nenner von #°, y’, 2°, das Zeichen F bedeutet, dass 
die linke Seite aus der Summe dreier Ausdrücke besteht, die aus dem hin- 
geschriebenen Ausdruck durch eyklische Vertauschung von 2, A,, 4, ent- 
stehen. 


Setzt man 
(26.) % Fr. Yı; 


so geht die Gleichung (24.) in folgende über: 


u a nl, ur 
21.) 0=N I (A—Aı)V f(A) 57 - Vz) VfA) ; 
Uf Ob 


Mit Benutzung der Bezeichnungen (16.) und der Relationen in (17.) erhält 
man nun für den zweiten Theil dieser Gleichung 
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an 
_o WO: : 2 ’ 

=Z(A—Aı)VfiA) —— — = NY &(52°’+3a) (4, — An). 
wo a= a+rb+c 
ist. Dadurch wird: 

| & 

28) Zu) fo) — + 1 Vı5R 4 300), = 0, 

Diese Form der Gleichung lehrt, dass der Gleichung genügt wird durch 
(29.) = 0.5024.) 

wo die drei Funetionen F, F,,. F, durch ein und dieselbe gewöhnliche 
Differentialgleichung bestimmt werden, nämlich durch die Gleichung: 


ARE. v2. dF Ei 
(30.) fh) +4f'(A) + 1. F(52#+302° +04 0) 


während © und €’ zwei willkürliche Constante sind. Die allgemeine Lösung 
der Gleichung /V/=0 erhält man demnach, indem man den Parametern 
© und C’ andere und andere Werthe beilegt, für jeden Werth den Ausdruck 
(29.) bildet und die verschiedenen Ausdrücke summitt. 

Damit ist gezeigt, dass durch Benutzung der hier behandelten ortho- 
sonalen Coordinaten die partielle Differentialgleichung /V=0O sich auf die 
Integration einer einzigen gewöhnlichen Differentialgleichung redueirt, der Difte- 
rentialgleichung (30.). Die Probleme der Attraetion, der Elektrieitäts- und 
Wärmevyertheilung für einen Körper, der von irgend einer Fläche des obigen 
dreifach orthogonalen Systems begrenzt wird, ist damit redueirt auf die Aufgabe: 
Fine gegebene Funetion einer Variablen nach den Integralen der Gleichung 
(30.) zu entwickeln, wenn darin C und C’ als variable Parameter betrachtet 
werden. Die Gleichung (30.) ist von derselben Art, wie die Gleichung, 
auf welche ich in der oben genannten Schrift die Gleichung SV =0 für 
gewisse Rotationskörper redueirt habe, nur dass hier die Zahl der singulären 
Punkte um 1 (resp. 2) grösser ist. 

Bemerkung. Das hier besprochene orthogonale Flächensystem ist von 
einem anderen Gesichtspunkte aus von Herrn Tisserand in den Comptes rendus 
Band 72 behandelt. Herr Tisserand stellt sich folgende Aufgabe: Welche 
Form muss die Funetion g haben, damit die Gleichung 


2 
Ey 


er 7 Ir Brire 7 9m 93) 








ange r vn ei ah a 3 - 
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ein dreifach orthogonales Flächensystem mit dem Parameter 4 vorstellt. 
Die Beantwortung dieser Frage führt auf eine Gleichung von der Form (3. 

und damit ist bewiesen, dass es ausser dem hier besprochenen Systeme und 
dem Systeme der eonfocalen Ellipsoide und Hyperboloide keins beiden Ana 
loges giebt. Die weitere Behandlung der Flächen findet sich jedoch bei 
Tisserand nicht, und auch die im ersten Abschnitt von mir aufgestellte Be- 
dingung der Orthogonalität dreier Flächen von der Form (3.), auf die ich 
durch ganz andere Betrachtungen geführt bin, scheint mir einfacher zu sein 
als die Orthogonalitätsbedingungen bei Tisserand. 


Berlin. im Mai 1876. 
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Zusatz zu der Abhandlung über Kugelfunctionen 
S. 86 des 80. Bandes. 


(Von Herrn Leopold Schendel in Tokio.) 


r 

LE \ ermittelst der Leibnizschen Formel für den höheren Differential- 
quotienten eines Produets lässt sich leicht zeigen, dass, wenn n, n+a, n-+b, 
n--a-+b positive ganze Zahlen bedeuten, die Gleichung 


a }, 
—— u r dr +?’(2 — Ir tet? (2-1 1\r 
/ 2 7 ) 7 
n+a!z—1) "(z+1) abi na 
| dar? 


z dt gr (a+1)” er 


dr" +1 


— na+b!(z—-1) "(c+1) 


d h y x , = 
“ | + drtatd(g—1yr+ lg yn+a 
= n!z—-1) "(c+l) ° True} 


1? 


dar + 


= nta+b!ce—1) "(z-+1) 
da” 


besteht. 

Füra=—k, b=+k unda= —k—1, b=% erhält man aus derselben 
die Formeln 
dr (2? 


; n4kf m y es 
ae 1) ° Lk!(e—1) ? 
Paz da’ 


— n!'!z—-1) °(c-+]1) 
de” 


/ 


a. .z Hr — Ir 21 
n—1—-k!(a—1) '(c—1) - a 


da" ** 
k 


| 2 E 4 dr-1%(2’—1)"-1(2—1) 
—=n+k\(e—1) (2 —1) — Ede 


dar ik 
k+l1 


k h 
=’ N n—if ER \n+kr E \n—1 -k 
=n\c-1) '(c+Hl) ° A un Bi 


der! 
k+1 


ui \n—1—k n+x 
—n-1\ice—1) ? (z+1) ? a Bit 


dx” I 


in denen »— #4, resp. k+1 ist. 





NE Veran an 0 Re rn = pt. >4 TERN 
> Fe RUN DE RE IE F 
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Man erkennt aus ihnen, dass sich die Kugelfunetionen P/(x) und die 


ihnen zugeordneten Funetionen A x) auch dureh die Doppelgleichungen 


“r n.(z—1 (2-1 d(c—1 24-1)” 
P'(z) = Ä 
2" n— kin-k dx 
n.(c—1) (2-1) dr (x—1 r+1 
an .n+ kIn—k! da 
us n\(c—1 c-+1) da12—1 2-1)" 
A N . > - 
ar n- kK!n—1—I ad 
n—1!(c—1) z+1) ? drz—1) 4-1 
a1 n—1—k!n-+Kk! da 


definiren lassen. 
Für die so definirten Funetionen lassen sich nun in gleicher Weise 
vier dieselben in Beziehung zu einander setzende Formeln ableiten, von 


denen wir aber nur die aus den Gleiehungen 


da 1y"+ Kg -1)rH- 
dx 
—— n--1—k c—] (24 1 ın+1l-+kla | I 1 
dc —1 (cz-+1) 
dx 
— n+1-+k(ce—1)”"(c+1)""+n—kac—-1”"ac+l 
vermittelst der Operationen 
ntAle—1) ?(c-1)? d nK2—1) ?(c-1) ? d 
2” n1—k!n{1-+K! da” ' 2" .n+1-+k!n— k! dr 
hervorgehenden einfachen Formeln 
2(z-1)" Pr (2) = (2-1) A(ad) ++ N) 4_ (ev), 
Ale) = P:(z)+(c-1)"(a+1)ttPr, (®) 


anführen. 
Die letzte führt in Verbindung mit der Gleichung 


n(c—1) A; (2) = n—k "(a)—nPi (x) 
auf die Formel 


n--1 —h 4 n 2 n 
7 Pre) = aPia)+@-DIPi.), 


21” 
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aus der, da demgemäss zufolge der Relation PX, (x) = P’,(x) offenbar auch 
die Formel 


n- | h n-t Bf u . | 
g = r -Pi' (2) = zP (2) + (ae 1) P;_, (x) 


besteht, die Relation 
i z 2kz N 
n+1-+kP},,(x)-+ Wr P;(2)—n+1—-kPi_, (2) = 0 

sich ergiebt. Ferner gelangt man vermittelst der obigen Formeln zu der 
entsprechenden Relation 
2k-+1xc-+1 
(2’—1)} 

Für die Kugelfunetionen Q7(x) und die ihnen zugeordneten Fune- 
tionen 57” (ar) lassen sich natürlich analoge Definitionsgleichungen aufstellen 
und analoge Relationen ableiten, die man in leichter Weise aus den obigen 
erhält, wenn man beachtet, dass offenbar 


EFI-KATE) + 


A ka)—n—kArZ(e) — (0. 


— 1!P}7”" (2) = 2(-D Ole), —- 1147”) = 2(—1% Bee) 
ist. Es ist 


/ 


In y. nr Er \' 3 Be VE, WER DT 2 an 
07 (0) — rent) Kath) 7 da) Hl+e) 
; n! dar! 


n+kIn—kla—1) (+1) ? dd —a)-k4 4) 
Br ARE. 0 4 


n! de" 
Bun ZntkinA—hle—) ?° (Hl) ? da) HA 
RD - > re 
= 1" dx n—] 
_ nt kin) ?(a+H1) ? drin) HA He) 
n! de” 


und ferner 
| , akt PR ww, . 
n—k 0".,(&) + ey 0 (aE)—n+kO;_,(e) =, 


2k+1c+ Fü 


- 1 = 
n—k Bi (®) + RW Bi (z)—-n+kBi!(z) — 0. 


) 


2. Die Kugelfunetionen und deren Zugeordnete sind von uns nur für 
den Fall a — %, resp. k+1 definirt worden. Gleichwohl kann man sie dureh 


die gegebenen Definitionsgleichungen einführen auch für den ausgeschlossenen 
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Fall »<-k, resp. +1, wenn man diese, je nachdem sie die Funetionen 
erster oder zweiter Art bestimmen, mit —1! multiplieirt oder dividirt und 
demgemäss sich in diesem Falle die Funetionen P/ (x), A}(z) stets mit dem 


> 


“ . 7 . N . « | > 
Factor —1! und die Funetionen O7 (z), B!”' (x) mit dem Factor 7 behaftet 


vorstellt. Es werden dadurch nicht allein die entwickelten Formeln allee- 
meingültig, sondern auch die beiden zusammengehörigen Formeln 


n+kIn—k! 2. 
r P}(z)coskgy, 
n!' 


Pi 


. N \9 4 } 
(e+Ve—1cosp)”" = Pr) +28 (—1) 
] 


0"(2) = P"(2) 0" (2) +2 8 (—1) Pi (x) 0% (2,) cos kp 


in höchst einfacher Form darstellbar. Den Reeursionsformeln sind zum 


Zwecke der Berechnung der Funetionen die besonderen Werthe 


| k— 1122? 1)? 8-1 (—1)A2+1)-' 
-1!P (&) = = ——5(—1) ä 
2 kLaAkA— 
2 k— 21" (2 —1)? *2? (41 z—1yY(c-H1 
— I vo. — - 4 y | —. \’ 4 
. } 9 ü —_— vE ) ' 
A l; Ast - I: 
us kA —1)? 41, (eA)a-+1)- 
— 1!A,""(z) = Ä 5 (—1 
> ı N 4% 1) 
ui f I | N Ak | / 
k—1!k— 2 (2° —1 E AI) ze 1) c +1 
— 1!A"(z) = „> (—1)%*! / / 


(a) = —- 1(-N. 2-1) ’, 0°) = —(k-1)20" (E): 
B-'( - ' k+1 Ok m? i ' )k—2 2k—ic+i1 „ ) 
(2) = —1!(—-1)r,22°—1) "(2-1)", Be) = - Bi (x) 


beizufügen. Die Integrationsgrenzen sind 1 und x für die Funetionen P! («) 
und Ar (z). 

Es scheint übrigens in Ansehung der Relation 

-1!P”""(a) = 2(-1)" 0 (e) 

empfehlenswerther, die Bedeutung des Funetionszeichens 07 (z) dahin abzu- 
ändern, dass man 07 (x) für 2(-1)"07(x) zu setzen hat: vielleicht ist es 
noch besser, dieses Funetionszeichen ganz aufzugeben und statt dessen sich 
des Zeichens —1!P7”(x) zu bedienen. Es sind dann partieuläre Integrale 
der Differentialgleichung der Kugelfunetionen die Funetionen 


Pi(&), —-1!P""(z) oder —1!Pi(e), P”"(z), 
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je nachdem » — k oder <%k ist. Analoges gilt selbstverständlich auch von 
den Zugeordneten. 


Wir stellen nun mit Berücksichtigung hiervon die gegebenen Cosinus- 


reihen noch in folgender Weise zusammen: 
Hi PER de: ne 
P'(z2) = P’(x)P" (a) +28 (—1)". u P; (x) Pi; (®,)coskgp. 
l . 
P""(z) = P*a)P”""z) +28 P(z)P;""(z,)co8ky, 

l 

| _n-1 >" 9% x n+kin—k! mar 

(c+Va@’—1lecosgp) —= P*(z)+23 (-1). —— Pi(x)coskgy, 
1 n. 3 
: ? nf h . . n h 
(e+VYae°—lecosp)” = Pla) +28 Pi(x)coskg. 


l 

Die dritte Formel, die der ersten gleichgebildet ist, geht aus der zweiten, 
und ebenso die vierte Formel, die mit der zweiten dieselbe bemerkens- 
werthe Aehnlichkeit hat, aus der ersten für &, =» hervor. In der ersten 
und vierten Formel kann als oberer Summationsindex auch » angenommen 
werden. | 

3. Unter den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
denen durch hypergeometrische Reihen genügt werden kann, ist besonders 
bemerkenswerth die Differentialgleichung 

N" (a) +2 Mrf(a)—n(n-+1—k)fle) = 0, 


welche die Eigenschaft hat, dass, wenn f(x) ein partieuläres Integral dersel ben 


ist, auch (@’—1) f(x) ein solches ist. 

Nimmt man in dieser Gleichung % einmal gerade und das andere Mal 
ungerade an und ersetzt demgemäss k durch —2%k und durch —2%-+1 und 
ausserdem z durch »— k resp. »n—1l—%k, so erhält man die folgenden zwei 
Difterentialgleichungen 

e—1)f (a) + (2k+2)ef (aD) —(n—k)(n+l+k)fle) = 0, 
(-1)f" (a) +(2k+3B)ef (a) (W—k+l)fle) = 0, 
denen als partieuläre Integrale die Funetionen 
fd, @-Df"a); fo, De) 
oder auch die Functionen 
ie), (HD; Fe), HR) 


genügen, wenn f(z) ein partieuläres Integral für den Fall k=0, resp. —1 ıst. 

















Schendel, zur Theorie der Kugelfunectionen. 163 
Demnach genügen als partieuläre Integrale die Funetionen 


(1) ? fa), (a1) ?f*le) 


der Differentialgleichung 


, k’ 
2 "» , ' » 
x 1 ) e)-+ 2r (T) (n \ N 1 | } 4 ’ ) (\T) .- 0), 
( f \ | f \ 21 f 


und die Funetionen 


k-+1 


(=’—1) ? Fra), (el) "f*le) 
der Differentialgleichung 


. 
(ar—1)f" (z)-ta ef’ (2) —(n- 


Nr 2) = U 
wenn f(x) beziehungsweise ein te wer der Differentialglei- 
chungen 
(1) f (a) -+2ef' (DJ) nn -+1l)f(e) 
(a—1)f" (a) +ef(a)—nf(z) = 0 
ist. 

Die erste Gleichung ist die Differentialgleichung der Kugelfunetionen. 
und dass ihr in der That die bezeichneten Funetionen als partieuläre Inte- 
grale genügen, zeigt die Jacobische Formel, nach der sie sich nur um einen 
numerischen Factor von einander unterscheiden. 

Die zweite Gleichung dagegen, die mit der ersten eine merkwürdige 
Aehnlichkeit hat und die unverändert bleibt bei Vertauschung von » mit 
—n» und kA mit —k-+1, ebenso wie die Differentialgleiehung der Kugel- 
funetionen bei Vertauschung von k mit —Ak und » mit —»-+-1, kann als 
die Differentialgleichung der Kreisfunetionen bezeiehnet werden. Denn 
schreibt man sie in der Form 


dp LEIITR a  Ypa) = 


und setzt dann 2 = «0s3, so nimmt sie offenbar die Form der Differential- 
gleichung 
FH +m—k(k+1)cosec IF) = 0 
an, der für k=0 als partieuläre Integrale die Funetionen 
sinn$, cosn‘ 
genügen. 









164 Schende!, zur Theorie der Kugelfunctionen. 


Der Differentialgleichung 
(e-N)f"()+ef (a) nflir) = 0 
genügen als partieuläre Integrale die Functionen 


2 d’ (2° —1)" 
u . (a —1): 
dx da” 


da? 4)" 


und wir können demnach vier particuläre Integrale der in Rede stehenden 
Differentialgleichung angeben. Dieselben sind mit einander verbunden dureh 
die Gleichung 
we RT an | 
n+ 1! Be 2er da’ k} R ee ee) Ale 


kt11, 2 —i 
| — yrtt(2—1) 
dar! " dar! 


und die aus dieser durch Vertauschung von k mit —k-+-1 hervorgehende 
Gleichung. Die dem Falle =0 entsprechenden partieulären Integrale 
stehen ausserdem, wie man vermittelst einer bekannten Formel für den Diffe- 
d"1-+ax’)“ 


rentialquotienten 
dx 


-*) leicht findet, zu den Kreisfunetionen in der 
folgenden Beziehung: 
— 1 “)- n 1 l dr='(1 e2 a’) 
— z de”! 
| „, dr(1— z’)rii 
2m. 41(1- 2°) IT = eosnarec cose. 
j , dar 
Aus derselben Formel ergiebt sich auch die Relation 


sin»arc cost, 


— —_ = (-1).(1.3..2» 1). (&®—-1)7, 


da?” 
und hieraus unter Berücksichtigung der Gleichungen 
u — 1)’ 
RER TER EUR = OR) ERDE (u 
2 2 — 1.3...2n—1, 2 y) —— 


1.3.1 
die Relation 


2r4 BT BEL.Aie (Zei) Mei — tn, teil ii Kl 
2 dx! n 3 de . 
in welcher sich die Eigenschaft der Differentialgleichung, bei Vertauschung 


von » mit —» unverändert zu bleiben, ausspricht. 





Tokio (Yedo), im December 1875. 





*) Schlömilch, Comp. d. h. Analysis II, 2. Aufl. p. 7. 


























Zur Theorie der Gammafunction. 
(Von Herrn F. E. Prym in Würzburg.) 


Das schon Euler bekannte Product: 
B(z,n) = — ni BR. or Mi au 
3 1131) 227142) (n—1)1(z+n—1) 
(n—1)!n’ 
(&+1)(2+2)...(&+n—1) 
wobei z eine beliebige complexe Zahl bedeutet und unter »° derjenige Werth 
der Reihe 1+z1nn+ glm’nt-- zu verstehen ist, welcher dem reell genomme- 
nen Logarithmus der positiven ganzen Zahl » entspricht, eonvergirt nach den 
Untersuchungen von Gauss (Werke, Bd. 3. pag. 145) und Herrn Weierstrass 
(Theorie der analytischen Faecultäten, dieses Journal Bd. 51) für jedes von 
0, —1, —2, ... verschiedene endliche z mit unbegrenzt wachsendem » gegen 
eine nur von z abhängige, mit 7'(z) zunächst zu bezeichnende Grenze, so 
dass also 


(2) Im | : —1)!n: 
I‘(z2) = lim (z, ») = lim - (n 
ai er „x 3(8+1)(&+2)...(+n2—1) 


Die auf diese Weise definirte Grösse 7'(z) steht aber zu der Grösse z nicht 
nur in eindeutiger Beziehung, sondern sie ist auch eine einwerthige Funetion 
der complexen Variable z im Sinne der neueren Funetionentheorie. Einen 
Beweis dafür hat zuerst Herr Weierstrass in der erwähnten Arbeit (pag. 40) 
gegeben, indem er zeigte, dass die von ihm mit Fe(z) bezeichnete Funetion 
[Z'(z)]” sich nach ganzen Potenzen von z in eine für jeden Modul von z 
eonvergirende Reihe entwickeln lässt. Es ist demnach /‘(z) eine einwerthige 
Funetion der complexen Variable z, die mit Ausnahme der Punkte 0, —1, —2, .... 
wo sie oo! wird, und des unendlich entfernten Punktes der Zahlenebene, wo 
sie eine Unstetigkeit der dritten Art besitzt, in der ganzen übrigen Ebene 
allenthalben stetig ist. 
Die Funetion 7/2), unter dem Namen der Gammafunction allgemein 
bekannt, genügt den Gleichungen: 
Gual 
(I.) lim A) =], (I) ZG@+l) = 31‘), 
(unter » hier und immer eine positive ganze Zahl verstanden), in dem Sinne, 
dass die erste Gleichung für jedes endliche z gilt, die zweite, streng 
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nommen, nur für die von 0, —1, —2, ... verschiedenen Werthe von z, da 
für 3=0, —1, —2, ... das Zeichen 7’(z) ohne Bedeutung ist. Die zweite 
Relation erhält man, indem man in der Gleichung 


Bis+1,n) = sPl,n) — — 
1+— 
die Werthez=0, —1, —2, ... ausgeschlossen, bei unbegrenzt wachsendem 
r zur Grenze übergeht. Bildet man dann durch wiederholte Anwendung 
der gewonnenen Relation (I.) die Gleichung 
Is+n) 2 z(2+1)...(2+n—1)['(z) T@_ 
(n—1)!n: (n—1)!n: Plz,n) ’ 
so folgt aus dieser sofort die Relation (I.), indem man, unter Berücksichtigung 
von lim ®ß(z, r) = 7'‘(z), bei unbegrenzt wachsendem » zur Grenze übergeht. 
Die Gültigkeit der Relation (I.) für 3 = 0, —1, —2, ... erschliesst man direct. 

„Die Gleichungen (].) und (Il.) bestimmen, wie später bewiesen wird, 
für sich allein die Function T'(z) vollständig.“ 

Untersucht man nun die Verwandtschaft der Gammafunction mit den 
rationalen Functionen, so erscheint diese Verwandtschaft zunächst als eine 
ziemlich weite. Denn eine für jeden Werth von z geltende Darstellung 
dieser Function durch ein Produet von Linearfactoren mit den Exponenten 
+1, wie sie für die rationalen, die trigonometrischen und viele andere ein- 
werthige Funetionen existirt, ist hier unmöglich. Ein jeder Factor von 
"(z,r) enthält im Zähler eine Exponentialfunetion. Dagegen existirt für 
die Gammafunetion ebenso wie für die genannten Functionen eine für jedes 
3 eültige Darstellung durch eine Summe von Partialbrüchen und ganzen 
Potenzen von z, so dass die Verwandtschaft der Gammafunetion mit den 
rationalen Funcetionen denn doch eine nähere ist, als es zunächst den An- 
schein hat, wenn man nur die Darstellung durch ein unendliches Product, 
von der oben ausgegangen wurde, berücksichtigt. Diese Darstellung von 
/‘(z) durch eine Summe von Partialbrüchen und ganzen Potenzen von 3 
ist gewiss auch schon von anderen Mathematikern bemerkt worden. In 
dem mir zugänglichen Theile der äusserst umfangreichen Literatur über die 
Gammafunetion habe ich eine solche nicht finden können. Ich lege auf 
dieselbe aber auch nur insofern Werth, als sich dadurch eine Zerlegung der 
Grammafunetion in zwei einfachere Functionen, P(z) und Q(z), ergiebt, die 
durch ebenso einfache Bedingungen, wie die oben für Z'(z) aufgestellten 
Bedingungen (I.) und (II.) es sind, vollständig definirt werden können. 
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Um zu der erwähnten Darstellung und Zerlegung zu gelangen, be- 
merke man, dass die Function 7'(z) im Endlichen nur für die Punkte 2 = 0, 
—1, —2, ... unstetig wird und zwar oc'. Berücksichtigt man dann, dass, 
unter v eine positive ganze Zahl, die Null nicht ausgeschlossen, verstanden, 


. ' . T(<+v+1) (—1)’ 
lim(3+rv) 7'(z2) = lim(3-+r) __ = N 
zn ar —y (z3+v)(2+9—1)...(2+1)2 v 
. (—1)’ a u u na 
so folgt, dass / 2) Say wenn eine hebbare Unstetigkeit ausge- 
schlossen, für den Punkt 3= —v stetig bleibt. 
Man bilde jetzt die unendliche Reihe 
1 1 1 (—1) 
a EEE RE EP a ER N 
s 4!@-H) + 2\(z-++2) + vi(z+v) 
so convergirt dieselbe für jedes von 0, —1, —2, ... verschiedene z. Da 


ferner ein jedes Glied dieser Reihe sich für die Umgebung irgend eines 
von 0, —1, —2, ... verschiedenen Punktes a der Ebene durch eine nach 
ganzen Potenzen von s—a fortschreitende Reihe darstellen lässt, die für das 
Innere eines um a als Mittelpunkt beschriebenen Kreises, der keinen der 
Punkte 0, —1, —2,... einschliesst, convergirt; auch die auf diese Weise 
aus der obigen Reihe entstehende doppelt unendliche Reihe unbedingt con- 
vergirt, da die ihr entsprechende Modulenreihe convergirt, und ihr Werth 
demnach von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig ist; so kann man 
den Werth P(z) der obigen Reihe für das Innere des um a beschriebenen 
Kreises durch eine nach den ganzen Potenzen von 3—a fortschreitende 
Reihe darstellen, und es stellt demnach 
1 1 1 1 
Fa) = 2 ar) Fa) Ct 
eine einwerthige Function der complexen Variable z dar, die mit Ausnahme 
der Punkte 3=0, —1, —2, ..., wo sie oo! wird, und des unendlich ent- 
fernten Punktes, wo sie eine Unstetigkeit der dritten Art besitzt, in der ganzen 
übrigen Ebene allenthalben stetig ist. 

Die so definirte Function P(z) genügt den Gleichungen: 

(L) imf#6tW) _ 0  dL) Pat) = 3P@)—1., 

n- » (n—1)!n® 

in dem Sinne, dass die erste Gleichung für jedes endliche 3 gilt, die zweite, 
Streng genommen, nur für die vonz=0, —1, —2, ... verschiedenen Werthe 
von z, da für z3=0, —1, —2, .... das Zeichen P(z) ohne Bedeutung ist. 
Die erste Relation ergiebt sich, indem man berücksichtigt, dass bei unbe- 
22* 
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grenzt wachsendem z, welchen Werth auch z besitzt, P(z+n) gegen Null 
convergirt und gleichzeitig der Modul von (»a—1)!n’ über alle Grenzen 
wächst. Die zweite Relation dagegen folgt durch eine leichte Rechnung 
aus der die Function P(z) definirenden Gleichung. Durch wiederholte An- 
wendung der Relation (Il,.), unter Ausschluss der Werthe 3= 0, —1, —2, .. 
erhält man die SONNE 


Pa) = +. ++ ee 


’’ 











Ey 2(+1)...(<-+n—1) (+1)...(8+n—1) ’ 
aus der sich, unter Berücksichtigung von lim P(z+n) = 0, sofort 
ar 
rn Ba OT ed... en 


ergiebt, so dass die Function eP(z) für die ganze Ebene auch durch die 
unendliche Reihe 


eP(z2) = —+ 








sa) Tr nt 
dargestellt wird. 

„Die Gleichungen (I,.) und (Il,.) bestimmen, wie später ‘bewiesen wird, 
für sich allein die Function P(z) vollständig.“ 

Man bilde jetzt die Differenz der Funetionen 7'‘(z) und P(z) und be- 
zeichne dieselbe durch Q(z), 

0(2) = F(z)—Piz), 
so ist Q(z) ebenfalls eine einwerthige Function der eomplexen Variable z 
Die Functionen 7'(z) und P(z) werden im Endlichen nur für die Punkte 
z=0, —1, —2, ..., —v, ... unstetig, und zwar allgemein für den Punkt 
2=—rv so, dass 
Yim| 7 (2 - | und lim|Pı an. 4 | 
v!(z+4v) v!(z-9) 

bestimmte Grössen sind. Erklärt man demnach als Werth O (—rv) der Fune- 
tion O(z) für den Punkt 3=—r (wo die obige Gleichung versagt, indem 
ihre rechte Seite die Form x=— oc annimmt) den immer existirenden Grenz- 
werth der Differenz 7'(z2)—P(z) für imz = -—rv, so ist die auf diese Weise 
vollständig definirte Grösse Q(z) eine einwerthige Funetion der complexen 
Variable z, die mit Ausnahme des unendlich entfernten Punktes der Zahlen- 
ebene, wo sie eine Unstetigkeit der zweiten Art besitzt, in der ganzen übrigen 
Ebene, d. h. für jeden endlichen Werth von z stetig ist. In Folge dieser 
Eigenschaften lässt sich die Funetion Q(z), nach bekanntem Satze der Func- 
tionentheorie, auch durch eine nach den ganzen Potenzen von z fortschreitende, 
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für jeden Modul von z convergirende unendliche Reihe darstellen, so dass also 
O(2) = +42 +093°-+--, 
wobei die e gewisse, von z freie Constanten bedeuten. Die Bestimmung 


dieser Constanten ergiebt sich ohne Mühe, wenn man berücksichtigt, dass 
für positive Werthe x von z: 


# 0 


und daher 


O(z) = I(z)—P(e) = Jeigas 


Die erste dieser drei Gleichungen ist bekannt. Die zweite verifieirt man, 
indem man e”® durch die Exponentialreihe ersetzt, und die dadureh unter 
dem Integralzeichen entstehende Reihe gliedweise nach & zwisehen den 
Grenzen 0 und 1 integrirt. Aus der dritten Gleichung ergiebt sich dann, 
indem man die rechte Seite derselben nach den ganzen Potenzen von x 
entwickelt, für ce, der Werth 


1 # t . dE 
e, = e’ln’&—. 
v y! "u 


Die Function Q(z) genügt für jedes endliche z den Gleichungen: 


2. 3 | Ä 1 
. lim —_ YA tn) —— 1 > | = 3 . 
2) n-= (n—A)!n: ’ A.) Q@+1) 30(2)+ e 
Die erste Relation ergiebt sich, indem man die Gleichung 
« O(z+n) = I(z+n)—P(z-+n) 


beiderseits durch (a— 1)!‘ dividirt und dann bei unbegrenzt wachsendem n, 
unter Berücksichtigung der Relationen (I.) und (I..), zur Grenze über- 
geht. Um die Relation (II..) zu erhalten, subtrahirt man von der Glei- 


chung 7'(z-+1) = z3!'(z) die Gleichung P(z+1) =zP(z)— „ und ersetzt dann 


I(2+1)— P(z+1) durch O(z+1), T(z2)—P(z) durch O (2). 

„Die Gleichungen (l..) und (1l..) bestimmen, wenn zudem für z = 0 
eine hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen ist, die Function Q(z), wie im Fol- 
genden bewiesen wird, vollständig.“ 

Nachdem so die gewünschte Darstellung für die Gammafunetion ge- 
wonnen ist, auch gleichzeitig die Zerlegbarkeit von /'(z) in zwei einfachere 
Funetionen P(z) und Q(z), so dass /'(2)=P(z)+0Q(z), sich ergeben hat, 
bleibt schliesslich noch nachzuweisen, dass die Gleichungen (I.), (II.) die 
Function 7'(z2), die Gleichungen (I..), (II,.) die Funetion P(z), endlich die 
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Gleichungen (]..), (I,.) die Function Q (z) vollständig bestimmen. Die drei 
diese Behauptungen aussprechenden, schon vorher kurz markirten Sätze 
sind aber nur specielle Fälle eines allgemeineren Satzes, der sich wie folgt 
aussprechen lässt: 

Satz. Bedeutet S(z) ein dem Punkte z der Ebene beigeschriebenes 
Symbol, so dass nach dieser Bezeichnung den äquidistanten Punkten 
+1, 3+2,... +2, ... die Symbole S(z+1), S(z+2), ... S(z+n), ... 
beziehlich zukommen, und gewinnt dann das Zeichen S(3+n) von einer, 
durch das z, von dem man ausging, bestimmten ganzen Zahl » (die auch 
Null sein kann) an die Bedeutung einer mit der ganzen Zahl » sich so 
ändernden Grösse, dass 


ee 


no (nA)! 
wo k eine von z freie Constante, deren Werth beliebig, bezeichnet: ist dann 
ferner S(z) mit S(z+1) durch die Relation 
I.) S(z+1) = 3$(s)+1, 

wo / ebenfalls eine von z freie Constante mit beliebigem Werthe bedeutet, 
verknüpft, und zwar in dem Sinne, dass diese Gleichung S(z+1) oder 
S(z) erklärt und bestimmt, jenachdem feststeht, dass S(z) oder dass S(z-+1) 
für das betreffende z nicht bedeutungslos, und zudem für 3=(0 eine heb- 
bare Unstetigkeit ausgeschlossen ist: so stimmt die so definirte Grösse $(z) 
für jeden Punkt z der Ebene mit der Function (k—le) P(z)+kQ(z) überein. 

Zunächst bemerke man, dass die Funetion (k—le)P(z2)+k0(z) in 
der That den Gleichungen (T..), (II’.) genügt, dass also diese Gleichungen 
nichts Unmögliches verlangen. Es bleibt demnach nur noch nachzuweisen, 
dass auch jede, die Bedingungen (T.), (II’.) erfüllende Grösse S(z) mit der 
genannten Function übereinstimmt. Zum Beweise dessen fixire man irgend 
ein von 0, —1, —2, ... verschiedenes z, dann lässt sich nach der ersten 
Voraussetzung zu diesem z eine positive ganze Zahl » finden, so dass 
S(z+n) eine bestimmte Zahl bedeutet, folglich auch 

S(z+n—1l), S(z+n-2), ..., S(z), 

wie die Anwendung der Gleichung (IT'.) sofort ergiebt, da 3 nicht Null 
und auch keine negative ganze Zahl sein soll. Damit ist zunächst be- 
wiesen, dass S(z) für jedes von 0, —1, —2, ... verschiedene z einen be- 
stimmten Werth hat. Bildet man jetzt, unter Ausschluss der Werthe 
z=0, —1l, —2,..., durch wiederholte, »-malige (» beliebig) Anwendung 
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von (1/’.) die Gleichung: 





1 1 ) 
Bu= rent ee 


SßG+n)  GaÄ)n 
(n—i)!n z(z +1)... +n—1) ’ 

und lässt dann die Zahl », deren Aenderung den Werth von S(z) und folg- 
lich auch den Werth der rechten Seite der Gleichung nicht beeinflusst, 
unbegrenzt wachsen, so convergirt die in der eckigen Klammer stehende 
Grösse, wie schon früher bemerkt, gegen die Grenze eP(z), der erste 
Factor des hinter der eckigen Klammer stehenden Productes, der Voraus- 
setzung (T‘.) gemäss, gegen die Grenze k, der zweite Factor, als mit B(z,n) 
identisch, gegen die Grenze 7'z)=P(z)+0(z). Durch Uebergang zu den 
Grenzen folgt also S(z) = —leP(z)+k(P(z)-+0Q(z)): womit weiter bewiesen, 
dass die Grösse S(z) für jeden von 0, —1, —2, ... verschiedenen Punkt 
der Ebene denselben Werth wie die Function (k—le)P(z)+k0(z) besitzt: 
speciell für den Punkt z=1 demnach den Werth S(1)=k-le+!, da 
P'i1)=1-e', OQ(1)=e’' ist. Es handelt sich schliesslich noch um das 
Verhalten von S(z) für die, bei der vorhergehenden Betrachtung ausge- 
schlossenen Punkte 3= 0, —1, —2, ... In Bezug hierauf unterscheide man 
den Fall, wo k—le nicht gleich Null, von dem Falle, wo k—le gleich 
Null ist. Im ersten Falle ist das Symbol S(0) jedenfalls bedeutungslos; 
denn wäre S(0) eine bestimmte Zahl, so müsste in Folge der Rela- 
tion (ITV.), die für 3=0 in S(1)=0.S(0)+! übergeht, S(1) gleich ? 
sein, während es doch den von / verschiedenen Werth #—le+! besitzt. 
Mit S(0) zugleich sind aber auch immer die Symbole S(—1), S(—2). 

bedeutungslos, denn wäre S(—rv) eine bestimmte Zahl, so wären in Folge 
von (IT.) auch S(-r-+1), S(-v-+2), .... S(0) bestimmte Zahlen. Für die- 
selben Punkte 3=0, —1, —2,... ist aber auch (k—le) P'2)+kQ(z) ohne Bedeu- 
tung: es stimmt also in diesem ersten Falle S(z) vollständig mit der Funetion 
(k—le)P(z)+k0(z) überein. Im zweiten Falle, wo k—le= 0 ist, stimmt die 
Grüsse S(z), wie vorher bewiesen, jedenfalls für alle von 0, —1, —2, ... ver- 
schiedenen Punkte z mit der Function kQ(z)=leQ(z) überein. Wäre nun 
S(z) für z3= (0 bedeutungslos, oder repräsentirte S(0) einen von leQ(0) ver- 
schiedenen Werth, so besässe, da Q(z) für 3 = 0 stetig, S(z) für diesen Punkt 
eine hebbare Unstetigkeit, was gegen die unter (II’.) in dem obigen Satze 
gemachte Voraussetzung verstiesse. Es ist demnach S(0)=/eQ(0), und 
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daher auch S(—-1)=leQ(—1), S(—2) =le0(--2), ..., da die Gleichung 
S(z+1) = 3.8(3)-+1, 


welche die Grösse S(z) von 3=0 nach 3=—1, —2, ... fortsetzt, dieselbe 
Form besitzt wie die Gleichung leQ(z+1) = z.leQ(z)-+I, welche die Funetion 
leQ(z) von z3=0 nach = —1, —2, ... fortsetzt. Die Grösse S(z) stimmt 


also in diesem zweiten Falle für jeden Punkt z der Ebene mit der Function 
leQ(z) = k0Q(z) überein, und demnach auch, da k—le=0, mit der Function 
(k—le)P(z)+kQ(z). Damit ist der aufgestellte Satz vollständig bewiesen. 

Für k=1, !=.0 gehen die Bedingungen (T'.), (IT.) in die Bedingungen 
(1.), (II.) über und S(z) wird P(z2)+Q(z2)=I\z). Für k=0, !=-e" gehen 
(T.), (IT’.) in (1,.), (II,.) über und $(z) wird P(z2. Für k=1, !=e' endlich 
gehen (T.), (IT.) m (]..), (I,.) über und S(z) wird Q(z). Die auf diese 
Weise aus dem allgemeinen Satze entstehenden drei speciellen Sätze stimmen 
mit den schon früher markirten Sätzen überein. 

Das Resultat der ganzen Untersuchung lässt sich jetzt wie folgt 
aussprechen: 

„Es ezistiren zwei von z abhängige Grössen P(z) und Q(z), con denen 
die erste durch die Bedingungen (l,.), (Il,.) allein, die zweite durch die Be- 
dingungen (1,.), (Il,.), unter Ausschluss einer hebbaren Unstetigkeit für z = 0, 
vollständig bestimmt ist, und deren analytische Ausdrücke beziehlich 


u Eur 
FE) TER 


i | i. ER 

G2)=ut+623+0923 +, ,= 1 e”’In’s En 
sind. Beide Grössen sind einwerthige Functionen der complexen Variable z, 
die erste mit dem Charakter einer echtgebrochenen rationalen Function, die 
zweite mit dem Charakter einer ganzen Function. Aus ihnen entstehen, indem 
man vermittelst zweier willkürlicher Constanten p, q die Form pP(2)+40(z) 
bildet und dann für p, q alle möglichen Zahlenpaare setzt, unendlich viele Func- 
tionen, von denen eine jede zweien speciellen Gleichungen von der Form (T.), 
(II’.) genügt, und auch umgekehrt durch diese ihr speciell entsprechenden Glei- 
ehungen allein vollständig bestimmt erscheint. Unter all diesen zusammenge- 
setzten Functionen zeichnet sich die den Werthen p=g=1 entsprechende 
Function P(z)+0(z) durch besondere Eigenschaften aus und erweist sich als 


identisch mit dem unter dem Namen der Gammafunction bekannten Gebilde.“ 


Würzburg, im Juni 1876. 
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Ueber die reciproke Verwandtschaft von F'-Systemen 
und &-Geweben und die quadratischen F"-Systeme 
achter Stufe. 

(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Die geometrischen Verwandtschaften der Collineation und der Reei- 
proeität werden bekanntlich algebraisch durch lineare Transformationen ho- 
mogener Punkt- oder Ebeneneoordinaten dargestellt. Ihr Begriff ist daher 
einer solchen Erweiterung fähig, dass er auch auf das F’-System und das 
db’-Gewebe von N(n)=#(n+1)\(n+2)(n+3)—1 Dimensionen anwendbar 
wird; und zwar ergiebt sich diese Verallgemeinerung, wie ich in einer 
früheren Arbeit*) gezeigt habe, ohne Weiteres aus einer geometrischen 
Deutung von linearen Substitutionen, durch welche die N(»)+1 homogenen 
Coordinaten einer Fläche »!° Ordnung F” oder »!er Classe &” in andere trans- 
formirt werden. Dass diese Verallgemeinerung eine nützliche ist, und dass 
sie der geometrischen Forschung wichtige Hülfsmittel und Methoden an die 
Hand giebt, dürfte sich an den einfachsten Fällen am besten nachweisen 
lassen. 

Wir wollen zu dem Ende die reeiproke Verwandtschaft für den Fall 
n=2 ausführlicher, als es a. a. O. geschehen konnte, erörtern; um jedoch 
die Analogie der Fälle »=1 und »=2 gebührend hervorzuheben, schicken 
wir in $. 1 eine kurze Theorie der reeiproken Verwandtschaft von F'- 
Systemen und $'-Geweben voraus. Wie diese sofort zu den Flächen zweiten 
Grades führt, so führt die reeiproke Verwandtschaft im Falle » = 2 gerades- 
weges zu den quadratischen F’-Systemen und $°-Geweben achter Stufe. 
Ihrer Untersuchung, insbesondere ihrer Eintheilung in Hauptarten und ihrer 
Polarentheorie ist ein grosser Theil ($. 3) dieser Arbeit gewidmet; das Auf- 
treten des allgemeinen Strahleneomplexes zweiten Grades ist für gewisse 
sehr specielle Arten derselben bezeichnend. Weniger ausführlich wird das 
Nullsystem von neun Dimensionen erörtert ($. 5). welches dem gewöhnlichen 
Nullsystem analog ist, sich aber durch grössere Mannigfaltigkeit interessanter 


*) „Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen“, in diesem Bande, S. 17. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 23 
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Eigenschaften vor letzterem auszeichnet. Aus dem Abschnitte über die 
Flächen vierter Classe oder vierter Ordnung ($. 4) heben wir hier nur das 
merkwürdige Ergebniss hervor, dass aus einer $&* oder F* eine ganze Reihe 
solcher Flächen ($*, F*, $}, F}, $},...) abgeleitet werden kann, von welchen 
jede durch die vorhergehende eindeutig bestimmt ist, und die alle zu der 
ersten und zu einander in sehr innigen invarianten Beziehungen stehen. 
Analoges gilt von einer $” oder F’”, wie denn überhaupt alle wichtigeren 
Ergebnisse dieser Arbeit leicht auf den allgemeinen Fall a=nr übertragen 
werden können. 


> 


$.1. Reciproke Transformationen des Raumes von drei Dimensionen. 
1. Zwei Räume AR, und A, seien auf je ein tetra@drisches Coordinaten- 
system bezogen, und es seien z,, &, 2;, x, die homogenen Coordinaten 
eines Punktes x von R,, und y,, Y», Y3, Y, diejenigen eines Punktes y von 
R,. Sind die x, veränderlich, so repräsentirt die lineare homogene Gleichung: 
(a.) arreemt+ rt sn = 0 
eine Ebene S von R,, und $,, &, $, $, heissen die homogenen Coordinaten 
dieser Ebene, ebenso sind 7,, 72, 73, 7, die Coordinaten einer Ebene von 
R,, deren Gleichung ,y + mp +3 + ıyı = 0 ist. 
Durch eine bilineare Gleichung von der Form: 

uyıt legt lsyzt+layı) 
+ (bıyıt lb» Ya by; + bıy:) 2 | 
+ bt aytly+lbayı) \ 
+ luyı + leyp-+ lsys-+layı) Ca | 
werden nun mit jedem Punkte des einen Raumes unendlich viele Punkte 
des anderen verknüpft, und zwar liegen dieselben in einer dem Punkte ent- 
sprechenden Ebene. Nämlich je zwei Punkte x und y, deren Coordinaten 
der Gleichung (b.) genügen, sind durch (5.) mit einander „verknüpft“; und 
ist einer der Punkte gegeben, so repräsentirt (b.) die ihm „entsprechende“ 
Ebene, d. h. den geometrischen Ort des anderen Punktes. Durch die bilineare 
Gleichung wird also zwischen den Räumen AR, und R, eine reeiproke Be- 
ziehung hergestellt, so dass jedem Punkte des einen Raumes eine Ebene 
des anderen zugewiesen ist. Wird 2,=p;+Kk.g; gesetzt und lässt man so- 
dann den Parameter % sich ändern, so beschreibt der Punkt x eine Punkt- 





(b.) 





reihe pg; zugleich aber beschreibt die ihm entsprechende Ebene einen zu 
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pg projeetivischen Ebenenbüschel, weil (b.) die Form P+k.0 = 0 annimmt, 
wenn die Gleichungen P=0 und Q=0 die beiden den Punkten p und q 
entsprechenden Ebenen von R, darstellen. 


2. Bringen wir die Gleichung der Ebene & von R,. welche einem 
beliebigen Punkte y von R, entspricht, auf die Form (a.), so ergeben sich 
dureh Vergleichung mit (b.) folgende Ausdrücke für die Ebeneneoordinaien $;: 

ee.) Selytbptly+tly, für ö=1, 2,3, 4. 
Es ist unnöthig, in diesen vier Gleichungen die $, mit einem Proportionali- 
tätsfactor zu versehen, denn bei der Bestimmung der Ebene & kommt es 
nur auf die Verhältnisse ihrer Coordinaten an. — Für die Coordinaten der 
Ebene 7 von R,, welche einem beliebigen Punkte x von R, entspricht, er- 
seben sich ebenso die Ausdrücke: 

(d.) „el tb. +, 41,2, für i=1, 2, 3, 4. 
Also die Coordinaten der Ebenen beider Räume gehen durch lineare Sub- 
stitutionen über in die Coordinaten der ihnen entsprechenden Punkte. Diese 
Substitutionen (e.) und (d.) entstehen aus einander durch Transposition. 

Ein Punkt des einen Raumes beschreibt eine F”, wenn seine ent- 
sprechende Ebene in dem anderen Raume eine &* umhüllt; oder jeder &’ 
von R, oder R, entspricht eine F" inR, resp. R,. Die Gleichung f” (S,,52.5;,5,) = 
einer ®" von R, geht nämlich durch die Substitution (e.) über in die Glei- 
chung der entsprechenden F” von R,. 

3. Eliminiren wir die Punkteoordinaten y; aus der Gleichung 

Myıtmytnyptmyı = V 
der Ebene n und den vier Gleichungen (e.), oder die x; aus (a.) und (d.), 
so erhalten wir für die Coordinaten von zwei Ebenen, von denen die eine 
den der anderen entsprechenden Punkt enthält, die bilineare Gleichung: 


u a a u 
(e.) 5 dh a u Gi =V 
65 bi 3 l;; I; j 


[ar 


li; | 
Durch dieselbe sind mit jeder Ebene & oder 7 des einen Raumes unendlich 


15% I I; 


w 


’ 


viele Ebenen des anderen verknüpft, nämlich alle, welehe durch den ent- 
sprechenden Punkt gehen. Die bilineare Gleichung (e.) repräsentirt ganz 


23" 
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dieselbe reeiproke Verwandtschaft der Räume AR, und R,, wie (b.), wenn 
Z+l,lal;l„>0 ist: sie kann dureh Einführung der ersten Minoren A, der 
Determinante I + 1, ,Ia4;;1,, leicht auf dieselbe Form wie (a.) gebracht werden, 
und aus ihr können für die y; und die x, diejenigen linearen Substitutionen 
abgeleitet werden, welche sich aus (e.) und (d.) durch Inversion ergeben. 

Wenn (die Determinante I+/,l2l;/, der Substitutionen (e.) und (d.) 
verschwindet, so giebt es in jedem der Räume R, und R, einen Punkt, mit 
welchem durch die Gleichung (b.) alle Punkte des anderen Raumes ver- 
knüpft sind; durch diesen Punkt gehen alle Ebenen, welche den Punkten 
des anderen Raumes entsprechen. Nämlich die Coordinaten dieses ausge- 
zeichneten Punktes z. B. von R, befriedigen drei und folglich jede der vier 
Gleichungen: 

.yı +layı-+ 139% + l4Y: =) für il, 2, 3, 4, 
und somit auch die Gleiehung (b.), welche Werthe auch die x, haben mögen. 
Wir schliessen diesen singulären Fall aus. 

4. Es giebt unendlich viele Punkte, welche auf den ihnen ent- 
sprechenden Ebenen liegen, und zwar ist ihr geometrischer Ort im Allge- 
meinen eine F’. Sind die beiden Räume, wie wir von jetzt an voraussetzen. 
auf ein und dasselbe Coordinatensystem bezogen, so erhält man die Glei- 
chung dieser F’, indem man in (b.) einsetzt: 


\ 


T,:I2:X43,,XTj _— Yı:Yr:Y3:Yı, 





also die Bedingung aufstellt, unter welcher ein Punkt x oder y mit sich 


selbst verknüpft ist. — Alle Ebenen, welche dureh die ihnen entsprechenden 
Punkte gehen, umhüllen im Allgemeinen eine 2°: die Gleichung dieser &’ 
ergiebt sich, wenn in (e.) allgemein S;=n, gesetzt wird. Da ein Punkt von 
F’ sowohl zu AR, als auch zu A, gerechnet werden kann, so entsprechen 
ihm im Allgemeinen zwei verschiedene durch ihn gehende Ebenen von ', 
nämlich eine in R, und eine in R,, und F' wird von den Ebenen der Fläche 
<b’ im Allgemeinen nicht berührt. Man kann F’ und &° etwa die Ordnungs- 
flächen der reciproken Räume nennen; sie sind nicht von einander unab- 
hängig, weil sie und die reciproke Verwandtschaft durch die 16 Constanten 
/, oder vielmehr durch die 15 unabhängigen Verhältnisse zwischen diesen 
l, bestimmt sind. 

Für diese 15 Verhältnisse erhalten wir aus (b.) eine Gleichung, wenn 
irgend zwei mit einander verknüpfte Punkte gegeben sind, und aus (c.) oder 
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(d.) drei Gleichungen, wenn von irgend einem Punkte des einen Raumes 
die entsprechende Ebene des anderen gegeben ist. Man kann also zwei 
Räume so auf einander reeiprok beziehen, dass mit 15 beliebigen Punkten 
(oder Ebenen) des einen ebenso viele beliebige Punkte (resp. Ebenen) des 
anderen verknüpft sind, oder so, dass irgend fünf Punkten des einen fünf 
willkürlich angenommene Ebenen des anderen entsprechen. 

5. Die reciproke Beziehung der beiden Räume ist eine involutorische, 
wenn jedem beliebigen Punkte, mag er nun zu A, oder zu R, gerechnet 
werden, beidemal dieselbe Ebene entspricht, oder mit anderen Worten, wenn 
die Gleichung (b.) bei Vertauschung der x, mit den resp. y, sich nicht ändert. 
Hiebei sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Ist erstens I, = 1, für < und k=1, 2, 3, 4, so ist die reeiproke Be- 
ziehung diejenige des räumlichen Polarsystemes. Die Ordnungsflächen F’ 
und 2° sind in diesem Falle identisch, und die Constanten /,, deren Anzahl 
sich auf zehn redueirt, sind die homogenen Coordinaten von F’. ‚Je zwei 
mit einander verknüpfte Punkte oder Ebenen sind in Bezug auf F’ einander 
eonjugirt, und jedem Punkte entspricht seine Polarebene bezüglich dieser 
Ordnungstläche des Polarsystemes. 

Ist zweitens I, = —I,; und demnach /,=0, so liegt jeder Punkt auf 
der ihm entsprechenden Ebene, und die Ordnungsflächen F* und $° werden 
unbestimmt. Nämlich die linke Seite der Gleichung (b.) wird in diesem 
Falle, wenn man z,=y; setzt, identisch Null, und ebenso die linke Seite 
von (e.), wenn man 5; = n, setzt. Die beiden receiproken Räume bilden dem- 
nach zusammen ein Nallsystem *\; jeder Punkt liegt in der ihm entsprechenden 
Nullebene, und jede Ebene geht durch den ihr entsprechenden Nullpunkt. 
Jede Gerade, welche zwei mit einander verknüpfte Punkte verbindet, fällt 
zusammen mit der Schnittlinie der entsprechenden beiden, gleichfalls mit 
einander verknüpften Ebenen, d. h. mit ihrer entsprechenden Geraden, und 
heisst ein Leitstrahl des Nullsystemes. Die Anzahl der Constanten /,, von 
deren Verhältnissen das Nullsystem abhängt, ist sechs; es giebt also fünf- 
fach unendlich viele Nullsysteme. Aus der Form: 


I. (292 —Yı 2) +1 (my —Yı 2) + + —Yırı) +balaz ya — Y3 Ta) = UV 


der Gleichung (b.) ist sofort ersichtlich, dass alle Leitstrahlen des Null- 


*) Nach Moebius, Dieses Journal Bd. 10, S. 317. 
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systemes einen linearen Strahleneomplex bilden; denn die sechs Ausdrücke 
2,9, —Y:%, Sind die tetraädrischen Coordinaten eines beliebigen Leitstrahles. 


$S.2. Reeciproke Transformationen von F’-Systemen und P°-Geweben. 

6. Wir bezeichnen wie in einer früheren Arbeit mit @,=o,,; die 
zehn homogenen Coordinaten einer F* und mit a,= a, diejenigen einer $° 
des Raumes AR,, indem wir die Gleichungen dieser Flächen schreiben: 

12 + 2028,04 020 + 2050 % + +20, ty = 0 
und 

ausıt2anfıd tan + 2a +... + 20,55 tauS =. . 
Ebenso bezeichnen wir mit /, und 5,. die Coordinaten einer F? resp. &’ 
des Raumes AR,. Wenn wir andeuten wollen, dass eine Fläche zweiten 
Grades zum Raume A, oder zu R, gerechnet werden soll, so bezeichnen 
wir sie mit F/, #$; resp. F), &). — Die Gleichung: 

(A.) 41% tr 242n + Aa da + 2a; 3 + 20303 + ta = 0 
zwischen den Coordinaten einer F} und einer &} ist erfüllt, wenn diese 
beiden Flächen zu einander apolar sind, wenn also &; auf F7 ruht oder 
einem Poltetraäder von F; eingeschrieben ist. 

Durch eine bilineare Gleichung von der Form: 

ußu+t 20: Pa+la Pat+2l;Ps+' “+ ul 4) ıı 
+2( Put 2 Pet Ba + 215 Put + ul) 02 
+ (I Put 2: PatlzPa+ 21; Ps+ + Pu) 22 
(B.) +2( ußut+ 2 Pa+tla 2P: + 2 Pıs ++ ußa) 9 





+ ( A 2, Pat + la) (144 
werden nun mit jeder F® des einen Raumes unendlich viele F? des anderen 
„verknüpft;* dieselben bilden ein lineares F°-System achter Stufe und stützen 
eine der F* „entsprechende“ &°. Letztere wird von den zweifachen Ebenen 
des F’-Systemes eingehüllt. 


Durch die bilineare Gleichung (B.) wird also zwischen den F°- 
Systemen und den $’-Geweben der Räume AR, und R, eine reciproke Be- 
ziehung hergestellt; jeder F} oder F} wird eine 5} resp. $}; zugewiesen, 
jedem F,-Büschel, wie leicht einzusehen ist (1.), eine zu ihm projectivische 
P,-Schaar, u. s. w. 
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7. Sind ?,, und a, die Coordinaten von zwei einander entsprechenden 
Flächen F/ und &;, so lehrt der Vergleich von (B.) mit (A.), dass die «a, 
durch folgende Substitution in die A, übergehen: 

(C.) dx. = I Pu > 212 Pı2 + 3 Pa + 21; Pis +++ la Pa 
Auf ähnliche Art ergeben sich für die Coordinaten 5b, der $’, welche einer 


bestimmten F7 entspricht, aus (B.) die linearen Ausdrücke: 
(D) 5b, = Kaut2k an ++ 2a, + + a... 

Die Substitutionen (C.) und (D.), welche abgesehen vom Factor 2 
durch Transposition aus einander entstehen, können so gut wie die Glei- 
chung (B.) aufgefasst werden als der algebraische Ausdruck für die reei- 
proke Beziehung der F’-Systeme und $’-Gewebe beider Räume. Jedem 
b’-Gewebe pter Stufe gten Grades des einen Raumes entspricht, weil die 
Substitutionen linear sind, ein F’-System pt Stufe gte® Grades in dem 
anderen Raume (vgl. 2.). 

8. Eliminiren wir die zehn F/-Coordinaten %, aus der Gleichung: 

(Aı.) bußut 2b2Pa+baPßa + 2b,Ps + +buPßu = V 
und den zehn Gleichungen (C.), oder die zehn «, aus (A.) und den zehn 
Gleichungen (D.), so erhalten wir für die Coordinaten a, und b, zweier 
Flächen 2} und #/, von denen jede auf der der anderen entsprechenden 
F* ruht, die bilineare Gleichung : 
u u a in Bu 5 in 


11 11 11 11 11 
u u he RR bb: :-- 
12 12 12 12 12 
‚Ad ı um & ee 4 


WW \ 2) 1) 79 5) .n 4 
(E.) TE -- TORE - AUER TEE ‚EEE ME > 


| 13 13 13 13 13 
‚Az 11 12 b> 3 vo. 44 
| . E} “ » . 2 

| 44 +4 44 44 4 
| dA; 11 12 » Bu ih 44 


Durch dieselbe sind mit jeder &° des einen Raumes achtfach unendlich 
viele &° des anderen verknüpft, nämlich alle, welche auf die entsprechende 
F’ sich stützen. Auch diese Gleichung repräsentirt, wenn der singuläre 
Fall A=0 ausgeschlossen wird (s. u.), die reciproke Beziehung der F’- 
Systeme und der &°-Gewebe beider Räume; wie sie aus (B.) sich ergab, 
so lässt sich auch umgekehrt (B.) aus ihr ableiten. 

Bezeichnen wir nämlich mit 4%, die ersten Minoren der Determinante; 

A = Frhlrlls...la, 
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so kann die Gleichung (E.) auch geschrieben werden: 

(Ai b.. r hı2 b.: + h22 ba KL: his 13 +++ hy bu) dı 
+ (but Arba+ ibn Abat + Au bu) @ı2 
+ (Ay bi + hi bi + h2 b.; F has bis + + his bu) Ad 


2 
> 


+ (Anbutkrbatirbatinbat + aibu)an 

Hieraus ergiebt sich durch Vergleichung mit (A.) die zu (D.) inverse Substi- 
tution, welche die Coordinaten «;, einer F7, als lineare Functionen der zehn 
Coordinaten 5, der entsprechenden &, darstell. Durch Elimination der 5, 
aus den zehn Gleichungen dieser Substitution und aus (A,.) ergiebt sich 
aber die Gleichung: 

a tt 

ME ' mE - 


| 

(F.) 20. 11 
ee 
| 
| 


12 “12 .2! — (0 
12 Ay, ? 
4 „4 4| 
O4 Au Am | 


welche sich von (B.) nur durch den Factor —A”, also ganz unwesentlich 
unterscheidet. 

Der so geführte Beweis unserer Behauptung, dass (B.) auch aus (E.) 
abgeleitet werden kann, gilt nicht in dem singulären Fall, wenn die Deter- 
minante A der Substitutionen (C.) und (D.) verschwindet. In diesem Falle. 
den wir vorläufig ganz ausschliessen, giebt es in jedem der Räume R, und 
R, eine F?, mit welcher alle F’ des anderen Raumes durch die Gleichung 
(B.) verknüpft sind (vgl. 3.). 

9. Die reciproke Verwandtschaft des F,-Systemes und des $’-Ge- 
webes neunter Stufe hängt ab von den 99 Verhältnissen der 100 Constanten 


L£ 


) 


!,. Sie ist im Allgemeinen bestimmt, wenn von 11 beliebigen F} die ihnen 
entsprechenden &°, oder wenn 99 beliebige Paare mit einander verknüpfter 
Flächen F, und F} gegeben sind (4.). 

Im Allgemeinen giebt es achtfach unendlich viele F*, welche ihre 
entsprechenden &° stützen, von denen also jede durch die Gleichung (B.) 
mit sich selbst verknüpft ist. Sind, wie schon oben angenommen wurde, 
die Räume AR, und R, auf ein und dasselbe Coordinatensystem bezogen, 
so erhalten wir die Bedingungsgleichung für die Coordinaten «, dieser F’, 
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wenn wir in (BD.) allgemein 9,= «, setzen. Ebenso geht (E.), wenn db, = a, 


gesetzt wird, über in die Bedingungsgleichung für diejenigen 2°, welche 
durch (E.) mit sich selbst verknüpft sind und folglich auf den ihnen ent- 
sprechenden F’ ruhen. Die beiden Bedingungsgleichungen sind quadratisch 
für die «@, resp. a,: also: 

Alle F', welche ihre entsprechenden $’ stützen, bilden im Allgemeinen 
ein quadratisches F'-System achter Stufe, und alle $’, welche auf ihren ent- 
sprechenden F' ruhen, bilden ebenso ein quadratisches D’-Gewebe achter Stufe. 
Diese beiden quadratischen Flächenmannigfaltigkeiten sind auf zweifache Art 
reciprok auf einander bezogen; 
nämlich jeder Fläche der einen entspricht, mag sie nun zum Raume R, oder 
zu R, gerechnet werden, beidemal eine, wenn auch nieht dieselbe Fläche 
der anderen Mannigfaltigkeit. 

10. Alle F,;. deren entsprechende &° sich auf Punktenpaare redu- 
eiren, bilden ein F-System sechster Stufe zehnten Grades; denn alle Punkten- 
paare von R, bilden ein $’-Gewebe sechster Stufe zehnten Grades*). Dieses F'- 
System zehnten Grades enthält vierfach unendlich viele F*-Bündel, denen 
die Punktenpaare von je einer Geraden entsprechen, und dreifach unendlich 
viele lineare F°-Systeme dritter Stufe, deren entsprechende P’-Gewebe aus 
Punktenpaaren mit je einem gemeinschaftlichen Punkte bestehen. Das oben 
(9.) erwähnte quadratische &’-Gewebe achter Stufe enthält im Allgemeinen 
fünffach unendlich viele Punktenpaare; jedes derselben ruht auf der ihm 


> 


entsprechenden F, d.h. seine beiden Punkte y, y’ sind einander eonjugirt 


bezüglich dieser F’. Setzt man in (E.) allgemein 2b, = 2a, = y;9,--9,%,. 
so erhält man für die Coordinaten dieser mit sich selbst verknüpften Punkten- 
paare eine Bedingungsgleichung:; dieselbe lehrt, dass jeder gegebene Punkt y 
mit unendlich vielen anderen Punkten y’, deren Ort eine F° ist, solche mit 
sich selbst verknüpfte Punktenpaare bildet. Die Beziehung zwischen den 
Punkten y und y’ ist eine quadratische und involutorische. 

Alle F;, deren entsprechende &} sich auf zweifache Punkte redu- 
eiren, bilden ein F’-System dritter Stufe achten Grades**). Dasselbe ent- 
hält keinen einzigen F°-Büschel und ist in keinem linearen F’-System von 


-„ denen zwei- 


acht oder weniger als acht Dimensionen enthalten. Alle F' 
#) Vgl. meine Arbeit „über lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweiten 
Grades“ in diesem Bande, S. 63. 

*#*) Ebenda S. 64. 

Journal für Mathematik Bd. LXAXXI. Heft 3. 
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fache Punkte einer Geraden entsprechen, bilden ein quadratisches F*-System 
erster Stufe, welches in einem F°-Bündel liegt; im Allgemeinen sind acht 
von ihnen Kegeltlächen, weil alle Kegelflächen zweiter Ordnung ein F’- 
System achter Stufe vierten Grades bilden. Der Ort aller zweifachen Punkte 
(resp. Ebenen) des einen Raumes, welchen Kegelllächen zweiter Ordnung 
(oder Curven zweiter Classe) in dem anderen kaume entsprechen, ist dem- 
nach im Allgemeinen eine F* (resp. °P). 

Das quadratische ?’-Gewebe achter Stufe, dessen Flächen auf ihren 
entsprechenden F° ruhen (9.), enthält unendlich viele zweifache Punkte. 
von denen jeder auf der ihm entsprechenden F° liegt. Der geometrische 
Ort dieser Punkte ist im Allgemeinen eine F*, deren Gleichung sich aus 
(E.) ergiebt, wenn b,=a,=y;y, gesetzt wird. Ebenso enthält das qua- 
dratische F°-System achter Stufe unendlich viele zweifache Ebenen, die im 
Allgemeinen eine &* umhüllen. 


$. 3. Quadratische F’-Systeme und ®°-Gewebe achter Stufe. 

11. Die reeiproke Beziehung, welche durch die bilineare Gleichung 

(B.) zwischen den F°-Systemen und den &’-Geweben neunter Stufe der 
beiden Räume AR, und R, hergestellt wird, soll eine polare genannt werden, 
wenn allgemein //,= li” ist. In diesem Falle ändert (B.) sich nicht, wenn 
man die «,, mit den resp. ?;, vertauscht; jeder F? entspricht, mag sie nun 
zu R, oder zu R, gerechnet werden, beidemal dieselbe 2°, und eine Unter- 
scheidung der beiden Räume ist fernerhin unnöthig; die polare Beziehuı 


s 10° 
o I) 


ist zugleich eine involutorische. 
Die Coordinaten y, aller F’, welche durch (B.) mit sich selbst ver- 
knüpft sind, genügen wegen Z/, =!" der quadratischen Gleichung: 
RE mi - D-22220 2 2 Zn De 
\uyuzutr Hryıyı +4 12/12/12 Fr Al YuıY rt Maya Yat+ SsYıafıat 


) +, . en 
re IH ZEUZE =U, 


(B..) 


Dieselbe zählt 55 Coefficienten und repräsentirt ein ganz beliebiges qua- 
dratisches F’-System achter Stufe, durch welches die polare Beziehung völlig 
bestimmt ist. Von zwei durch (B.) mit einander verknüpften F* wollen wir 
sagen, sie seien einander conjugirt in Bezug auf dieses quadratische F’-System 
(B..), weil sie zudemselben in einer analogen Beziehung stehen, wie zwei Punkte 
zu einer Fläche zweiter Ordnung, in Bezug auf welche sie einander con- 
jugirt sind. Dieses ist schon aus der Form der Gleichungen (B.) und (B..) 
ersichtlich, kann aber auch auf folgende Art nachgewiesen werden. 
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12. Sind «, und /, für © und k=1, 2,3, 4 die Coordinaten von 


zwei F*, etwa von F, und F};, so können diejenigen einer dritten, F}, welche 


mit jenen in einem F’-Büschel liegt, auf die Form y, = o,+2P, gebracht 


werden. Sollen diese y, der Gleichung (B.,.) genügen, so ergiebt sieh füı 
z eine quadratische Gleichung: dieselbe nimmt die Form M+z2N=0 an. 
und hat zwei entgegengesetzte Wurzeln +%,. wenn die «, und die /, deı 
Gleichung (B.) genügen. Durch die beiden F°, deren Coordinaten @,+2,/ 
und @,—2%,P, sind, werden aber F, und F’, harmonisch zetrennt:; also: 

Zwei durch die Gleichung (B.) verknüpfte F’ sind harmonisch getrennt 
durch diejenigen beiden Flächen des quadratischen F’-Systemes achter Stufe 
(B,.). welche mit ihnen in einem F’'-Büschel liegen. 

Genügen die «,, der Gleichung (B..), so verschwindet M in der Glei- 
chung M+#°’N=0, und die Wurzeln +z, werden beide Null; der F°-Büschel 
schneidet dann nicht das quadratische F’-System (B..) in zwei Flächen. 
sondern berührt dasselbe in F,. Liegen endlich F} und F} beide in dem 
‘quadratischen F’-Systeme, so enthält dieses alle F? des Büschels (F}, F’ 
denn alsdann verschwindet sowohl N wie M, und 2 wird ein willkürliehe: 
Parameter. 

13. Das lineare F’-System achter Stufe, dessen Flächen in Bezug 
auf (B..) einer gegebenen F, conjugirt sind (11.), kann die Polare der F 
bezüglich des quadratischen F’-Systemes (B,.) genannt werden: mit demselben 
Namen aber wollen wir auch die 2° bezeichnen, welche von den zweifachen 
FEbenen des linearen Systemes umhüllt wird und das letztere bestimmt. Liegt 
F‘, in dem quadratischen F’-Systeme, so wird dieses von dem linearen (d.h. 
von jedem durch F, gehenden F’-Büschel desselben (12.)) in F} berührt, 
und F, stützt ihre Polare &,. Mit einem solchen tangirenden F’-Systeme 
ersten Grades hat das quadratische F*-System achter Stufe ein quadratisches 
F’-System siebenter Stufe gemein, welches (12.) sechsfach unendlich viele 
reelle oder imaginäre F°-Büschel enthält und dureh einen F’-Büschel be- 
schrieben werden kann. Wenn das quadratische System achter Stufe ein 
durch F, gehendes lineares F°’-System von acht oder weniger Dimensionen 
enthält, so liegt dieses auch in dem an F} tangirenden linearen System. 
Von zwei beliebigen F* stützt entweder keine oder jede die Polare &° der 
anderen; der letztere Fall tritt ein, wenn die beiden F? einander eonjugirt 
sind bezüglich des quadratischen F’-Systemes. 

14. Mit dem quadratischen F’-Systeme achter Stufe ist dasjenige 
24* 
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quadratische &’-Gewebe auf das Innigste verbunden, welches durch die 
Gleichung (E.) unter der Annahme 5b,=a;, repräsentirt wird. Denn die 
Gleichungen (B.) und (E.) repräsentiren, falls A nicht verschwindet (8.), 
dieselbe receiproke, und wenn /, = !4* ist, auch dieselbe polare Beziehung, 
sodass diese ebensowohl durch das quadratische &’-Gewebe achter Stufe 
wie durch das quadratische F°-System (B,.) bestimmt ist. 

Das quadratische P’-Gewebe und das quadratische F’-System achter 
Stufe stehen in einer analogen Beziehung zu einander, wie eine F’ und die 


von ihren Berührungsebenen gebildete $’. Ist $,, die Polare einer F’, in 


“a 








bezug auf das quadratische F’-System, so ist umgekehrt F}, die Polare von 
Pb, in Bezug auf das quadratische b’-Gewebe. Jede $’ des letzteren ist die 
Polare einer sie stülzenden F’ des ersteren. 








Auch jedem linearen F°-System pter Stufe entspricht ein lineares D’- 
(Gewebe pter Stufe als Polare, und wenn das erstere dem quadratischen F’- 
Systeme achter Stufe angehört, so liegt das letztere in dem quadratischen 
$’-Gewebe achter Stufe. 

15. Bestimmt man zehn F’ so, dass jede derselben den neun übrigen 
bezüglich des quadratischen #’-Systemes achter Stufe conjugirt ist, so bilden 
dieselben das Analogon eines Poltetraäders des gewöhnlichen Polarsystemes. 
Gleichwie nämlich von einem Poltetra@der jeder Ecekpunkt die Verbindungs- 
ebene der übrigen drei Eckpunkte zur Polare hat, ebenso hat jede der zehn 
eonjugirten F* diejenige 2° zur Polare, welche auf die übrigen neun F’ 
sich stützt. 








Die Gleichung des quadratischen F’-Systemes achter Stufe kann be- 
kanntlich *) auf unendlich viele Arten auf die kanonische Form: 
(B..) k,P+kP!+k,P+--+kP5 = 0 


sebracht werden, worin die k, reelle Constante und die P; reelle, lineare. 











von einander unabhängige Funetionen der F°-Coordinaten bezeichnen; und 
zwar repräsentiren die Gleichungen P,=0 zehn lineare F’-Systeme achter 
Stufe, von welchen ein jedes bezüglich des quadratischen Systemes_ die 
Polare derjenigen F? ist, welche die übrigen neun mit einander gemein 
haben. Von diesen zehn linearen Systemen ist das erste ganz beliebig 
annehmbar, das zweite kann beliebig durch die F’ gelegt werden, welche 


*) S. die Abhandlungen von Jacobi, Hermite und Borchardt in diesem Journal 
Bd 53, S. 270—283; vgl. Gundelfinger in Hesses analyt. Geometrie des Raumes, 3. Aufl. 
8. 449—461. 








- 
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das erste zur Polare hat, und überhaupt kann das i° beliebig durch die- 


jenigen F® gelegt werden, von welchen die ö—1 vorher angenommenen 
linearen F*-Systeme achter Stufe die Polaren sind. Denn die zehn linearen 
F’-Systeme schneiden sich zu neunen in zehn F’, welehe eine ganz beliebige 
Gruppe von zehn, bezüglich des quadratischen Systemes einander conjugirten 
F’ bilden. — Wir übergehen den Beweis dieser nicht unwichtigen Bemer- 
kungen, weil er einem auf quaternäre quadratische Formen bezüglichen 
Beweise *#) nachgebildet werden kann. U. A. ergiebt sich bei diesem Be- 
weise der Satz: 

Von den zehn Constanten k, der kanonischen Form (B,.) wird »ur dann 


> 


eine Null, wenn das quadratische F-System achter Stufe eine Doppel-F’ ent- 
hält; die Diseriminante A = IZ+lılıl:...!i; seiner Gleichung (B.,.) verschwindet 
in diesem Falle (8.).. Geht das quadratische F'-System achter Stufe zweimal 
durch ein lineares F’-System p'” Stufe, so besteht seine kanonische Form (B,.) 


aus nur 9—p Quadraten. 


16. Das quadratische F’-System achter Stufe enthält entweder gar 
keine oder unendlich viele reelle lineare F*-Systeme pter Stufe, wenn 0 <p<8 
ist. Denn jedes der 8—p-fach unendlich vielen linearen F'-Systeme p+ 1ter 
Stufe, welche durch irgend ein solches lineares System pt“ Stufe gelegt 
werden können **), hat mit dem quadratischen Systeme noch ein lineares 
System pter Stufe gemein, und das quadratische System kann also durch 
ein lineares von p Dimensionen beschrieben werden. Ein solches lineares 
System liegt in allen den linearen F’-Systemen achter Stufe, welche in 
seinen 0? verschiedenen Flächen das quadratische System berühren (13.). 

Hiernach sind sechs Hauptarten des quadratischen F’-Systemes achter 
Stufe zu unterscheiden, nämlich: 

1) Das imaginäre, dessen Gleichung durch keine reellen Werthe der 
F’-Coordinaten befriedigt wird. 

2) Das elliptische, dessen F’-Büschel sämmtlich imaginär sind. Das- 
selbe hat mit jedem tangirenden F’-Systeme ersten Grades eine einzige 
F’ gemein, deren Coordinaten reell sind, die aber nicht selbst reell zu sein 
braucht. 





*) S, meine Arbeit „über Trägheits- und höhere Momente“ in diesem Journal 
Bd. 72, S. 309— 312. 
gl. diesen Band, S. 12. 
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3) Das einfach gerade”), welches x" reelle F’-Büschel, aber keine 
reellen F-Bündel enthält. Jede F’ desselben liegt in x" von seinen F’- 
Büscheln. 

4) Das zweifach gerade, welches unendlich viele reelle F’-Bündel, 
aber keine reellen F-Gebüsche enthält. 

>») und 6) Das dreifach und das vierfach gerade, von denen z. B. das 
letztere unendlich viele reelle F°-Systeme ersten Grades von vier, aber keine 
von fünf Dimensionen enthält. 


17. Man überzeugt sich leicht, dass diese sechs Hauptarten wirklich 


‚ ( 


existiren. Nämlich die Gleichung (B;.), yk P’=0, repräsentirt ein ima- 
u 

ginäres F’-System achter Stufe, wenn die zehn Constanten %k, alle positiv 
sind; ein elliptisches, wenn nur eine derselben negativ ist; ein einfach gerades, 
wenn zwei von den k, negativ und die übrigen acht positiv sind; u. s. w.; endlich 
ein eierfach gerades, wenn fünf k, negativ und die übrigen fünf positiv sind. 

Sind alle %, >0, so müssen alle reellen F°-Coordinaten, welche der 
Gleichung (B;.) genügen, auch die zehn Gleichungen P,; = 0 befriedigen; da 
aber diese linearen Gleichungen von einander unabhängig sind (15.), so giebt 
es keine von Null verschiedenen reellen Werthe der F’-Coordinaten, welche 


ihnen genügen. — In den übrigen Fällen bringen wir (B,.) auf die Form: 
P+Pl4.+P, = P4P+--+P, worin n<5 


indem wir, ohne dadurch die Allgemeinheit der Gleichung zu beeinträchtigen. 
ik; = 1 annehmen dürfen. Das quadratische F’-System achter Stufe, welches 
durch diese Gleichung repräsentirt wird, enthält unendlich viele lineare F’- 
Systeme » — 1° Stufe, wie oben behauptet wurde, nämlich u. A. dasjenige. 
welches dargestellt wird durch die 10 —» linearen Gleichungen: 


P, — ar P, nd P, Bi + eng Mm, run Par P; m 0, Posi u 0, 0.0 P; — 0: 


wir brauchen deshalb nur noch zu beweisen, dass es kein lineares F’-System 
„'er Stufe enthält. 

18. Seien P,. Pı: Pa». :... P, die Werthe, welche die lineare 
Function P;, annimmt, wenn man in sie der Reihe nach die reellen Coor- 
dinaten von »-+1 Flächen zweiter Ordnung Fi, Fi. Fi, .... F/, einsetzt. 
Wenn alle diese F” in einem dem quadratischen Systeme angehörigen linearen 
F’-Systeme liegen, so sind sie sich selbst und einander bezüglich des qua- 


*) Ich wähle diese Bezeichnung, um an die Analogie mit den geradlinigen Flächen 
zu erinnern. 





























Reye, reciproke Verwandischaft von F’-Systemen und “D’-Geireben. 


dratischen Systemes eonjugirt, und umgekehrt: wir erhalten in diesem Falle 
(n+1)(n-+2) 
ww 


ui 


für die P, die Gleichungen: 


(Gr ==) PaPut+PuPu+'"+P., Pf TE Ana Pr -P, u. H++-P., Po, 


worin k sowohl wie /! die Werthe 0, 1, 2,..., » annehmen kann. Bezeichnen 
wir mit Q,, die linken Seiten dieser Gleichungen, so verschwindet die De- 
terminante Z+ 0,010» -».. Q,,; dieselbe lässt sich aber, wenn für die 0 
ihre Werthe rechts eingesetzt werden, nach dem Multiplieationstheorem in 
eine Summe von Quadraten zerlegen von der Form: 

a 

re 
P.P P 


-Y 
f rn 


worin q, r, ..., 3 beliebige +1 von den Zahlen z, n+1, n+2, ..., 9 be- 
zeichnen. Es verschwindet folglich jede aus n-+1 Colonnen der Matrix: 


Po er u Ze Pen 
> 

Fr ET . . . ie 
> P P 

Ya I n+]1.n Pi, 


gebildete Determinante. Hieraus folgert man leicht, indem man in den 


(n+1)(n+ 2) Gle 
2 


obigen ichungen einzelne Glieder von der linken auf die 
rechte Seite bringt und dann mit den Gleichungen wie soeben verfährt, dass 
überhaupt alle aus +1 Colonnen der Matrix: 

m Bi 5 


P,. P, wu .., P,, 


"BOR 0 ee 


gebildeten Determinanten verschwinden. Dieses geschieht aber unter den 


Un 


gemachten Voraussetzungen nur dann, wenn die „+1 Flächen F), Fr. 


F}, ..., F} linear von einander abhängig sind, sodass ihre gleichnamigen 


. sn 1 j -. 
Coordinaten («,), einer Gleichung von der Form F/,(«,), = 0 genügen: 
() 


und somit ist der Beweis geführt, dass die a+1 Flächen ein dem quadra- 
tischen F*-System achter Stufe angehöriges lineares F’-System von weniger 
als », nämlich von höchstens »—1 Dimensionen bestimmen. 
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19. Die Gleichung des »—1-fach geraden quadratischen F’-Systemes 
achter Stufe lässt sich für 2-5 nicht nur auf unendlich viele Arten auf 
die kanonische Form: 

P,+Pı+-+P,-ı = P+Pant'"+Po 
bringen, sondern auch, indem P,,.+P;=(,,, und P,.,-P;= R,,; gesetzt 
wird, auf die Form: 

0 = QR + Q.1Ranıt + OnaRaıtPatPant + Po 

oder auf die allgemeinere Form: 

0 = Q,R,+0,.1R,.1+" "+ Ya Rs+ QsR.. 
in welcher die Q, und die AR, lineare homogene Functionen der F*-Coor- 
dinaten bezeichnen. >Setzt man von diesen Funetionen irgend 10—r, von 
denen keine zwei denselben Index haben, gleich Null, so erhält man die 
Gleichungen eines linearen F’-Systemes » —1!er Stufe, welches in dem qua- 
dratischen Systeme enthalten ist. 

Diese letzte Bemerkung gilt auch für die Fälle, in welchen » = 6. 
7 oder 8 ist, und es giebt demnach auch fünf-, sechs- und siebenfach ge- 
rade quadratische F’-Systeme achter Stufe. Ich habe diese Arten in der 
obigen Eintheilung der quadratischen F-Systeme nur deshalb nicht genannt. 
weil sie nur bei speeiellen Systemen auftreten können. Z. B. das fünffach 
gerade quadratische System: 

Q,R,-+ Q- R-+ QsRs+ OR, = 0 
ist ein specielles, weil es den F’-Büschel, welcher durch die acht linearen 
Gleichungen: 
0,0 Zued 08 R=-d B=9d Rd A=>d K=d 
vepräsentirt wird, doppelt enthält. 

Ein quadratisches F*-System achter Stufe und das mit ihm verbundene 
quadratische &’-Gewebe achter Stufe (14.) sind allemal von gleicher Art. 
d. h. entweder beide imaginär oder beide elliptisch oder beide »-fach gerade: 
denn jedem linearen F’-Systeme „te Stufe des ersteren ist ein lineares 
$b’-Gewebe nter Stufe des letzteren als Polare zugeordnet. Die kanonischen 
Formen der beiden quadratischen Flächenmamnigfaltigkeiten enthalten folg- 


lich, wenn ihr Vorzeichen entsprechend gewählt wird, ‘gleich viel negative 


(Quadrate und gleich viel positive, falls der Voraussetzung (8.) gemäss die 
Determinante A von Null verschieden ist. 
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20. Für diese Determinante A= F+lNd;l; ... 4, welche für 


+t 


!* — lÜ" als die Diseriminante der Gleichung: 


mn 
\ ki „. N | 11 f} Ar DR . Mr u, Ar IE ur 14 
(Bi.) lıYuYuH 41,29 +4, +21: YunYa+ Sa YrYa tt 


12/117 1212 7/1327 232 iz 22y3 4/44y HH 


des quadratischen F°’-Svstemes aufgefasst werden kann, erhalten wir einen 


‚ 


> 


bemerkenswerthen Ausdruck. wenn wir (B..) auf die kanonische Form: 
B) kKPR+kP+kP+:.-hPR=0 oder. EkP—0 
bringen. Setzen wir: 
P u Yyat 2b yoatt at 2 yst Hy, 
so erhalten wir durch Identifieirung der Gleichungen (B,.) und (B,.) die Werthe: 
l l Shtt 


für die Constanten 7/,. Nach der Multiplieationsregel wird dadureh: 


A=khkkr...%.T.T, wm T=? 2 2... 


gi; gi gi  . 
denn bildet man das Produet der Determinanten T und T, nachdem man 
die zehn Colonnen der einen mit resp. A. A, Ar, ..., Au multiplieirt hat. 
so erhält man die Determinante I+NNL ... K. 
Besteht die kanonische Form (B,.) nur aus neun Quadraten, ist etwa 
k,=0, so verschwindet die Diseriminante A (vergl. 15.), und in diesen 
Falle können ihre ersten Minoren 4%, als Producte von k,k, ... A, und je 


zwei neunzeiligen Determinanten dargestellt werden, indem 


= By oT oT 
Mn — PR ir - — k, k; 0 ka* . 
ot, rg 


wird. Besteht (B,.) aus nur acht Quadraten, so verschwinden folglich alle 
diese ersten Minoren, und man kann alsdann alle zweiten Minoren von 
auf ähnliche Art als Produete darstellen; u. s. w. Daraus und aus (15.) folgt: 
Geht das quadratische F'-System achter Stufe zweimal durch ein lineares 
F’-System p'” Stufe, so verschwinden alle p'" Minoren der Diseriminante N. 
21. Wir wollen mit O0 die Determinante: 
Et Be 5 


11 11 11 11 11 
dıı wi I; 22 An Su 3+ l;; 


» hmm... BU =! 
+ 44 +4 4 4 
Ay 11 12 22 .0.. 34 la 
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bezeichnen, sodass die Gleichung @ = 0 das mit dem quadratischen F’-Systeme 
verbundene quadratische 2’-Gewebe achter Stufe darstellt (14.). Diese Deter- 
minante ist identisch Null, wenn alle ersten Minoren der Diseriminante A 
verschwinden; also: 

Wenn das quadratische F’-System achter Stufe einen F’-Büschel 
doppelt enthält, so wird das mit ihm verbundene quadratische P’-Gewebe achter 
Stufe unbestimmt. 

Besteht die kanonische Form (B;.) aus nur neun Quadraten, sodass 
das quadratische F’-System durch die Gleichung : 

kPı+kP+-+kP, = 0 


dargestellt wird, so repräsentiren die neun linearen Gleichungen: 


P,=0 oder t'yut2t yet at +t'ya=0 für j=1,2, 3, 


J 


3 

die Doppel-F? des quadratischen Systemes. Die Determinante Q lässt sich 
i=I £ 

aber in diesem Falle, weil /, = 1" = FE %4t}t;” wird, darstellen als Product 


der Determinanten: 
u () 
VD Au 


V An 


V dm 


ne er eo Ay 
sodass sich ergiebt: 

re .. er 

° 12 pp: 12 

0 = hl, ... Ko. “ E on DE, 


++ +4 
1 . . . I 


Die Gleichung O=0 repräsentirt also ein zweimal zu zählendes lineares 
b’-Gewebe achter Stufe; dasselbe stützt sich auf die Doppel-F” des qua- 
dratischen F’-Systemes, weil von seinen Flächen die neun, deren Coordinaten 
die Werthe: 

nu ed, ea. 


haben, dem Obigen zufolge auf dieser Doppel-F’ ruhen. Also: 
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Wenn das quadratische F'-System achter Stufe eine Doppel-F’ enthält, 


so redueirt sich das mit ihm verbundene quadratische P’-Gewebe achter Stufe 
auf das zweifache lineare P-Gewebe achter Stufe, welches auf der Doppel- 
F' ruht. 

Tritt dieser besondere Fall nieht ein, ist also A von Null verschieden. 
so bestimmen das quadratische F’-Svstem und das quadratische ZD’-Gewebe 


achter Stufe sich wechselseitig (14. 


22. Ein quadratisches F”-Svstem p— ter Stufe ist bestimmt durch 
eine quadratische und N(»)—p lineare Gleichungen zwischen den N(n)--1 
F f ‘oordinaten. lıminir! man ireend \ N P (dieser (00 dinaten mitte Ist 
der linearen Gleichungen aus der quadratischen, so enthält die letztere 
höchstens noch &(p+1)(p+2) Coeftiecienten. Daraus schliessen wii 


Durch 4 p+1b(p+ 3 —1 Ap(p-+-5) beliebige Flächen eines linearen 
F"-Systemes p'" Stufe kann im Allgemeinen ein quadratisches F'-System (p— | 
Stufe gelegt werden. Kin quadratisches F’-System q'” Stufe geht (für g- "p 
durch alle Flächen eines linearen F'-Systemes p'” Stufe, wenn es \(p+1l)(p-+2) 
beliebige Flächen desselben enthält. 

Demnach ist ein quadratisches F-System achter Stufe im Allge- 
meinen bestimmt, wenn von ihm verreben sind: 54 F’, oder achtzehn F’- 
Büschel, oder neun F’-Bündel, oder fünf F*-Gebüsche nebst vier einzelnen F’., 
oder drei lineare F’-Systeme vierter Stufe nebst neun F’, oder drei lineare 
F’-Systeme fünfter Stufe. Zwei lineare F’-Systeme sechster oder siebenter 
Stufe können mit acht resp. drei beliebigen F’ durch ein quadratisches F’- 
System achter Stufe verbunden werden. 

23. Das quadratische F’-Svstem achter Stufe enthält im Allgemeinen 
fünffach unendlich viele Ebenenpaare &, 5 (10.); die Ebenen eines jeden 
derselben sind einander eonjugirt bezüglich der Polare des Paares. Die 
Bedingungsgleichung für die Ebeneneoordinaten $; und 5, dieser Paare er- 
giebt sich aus (B,.), wenn man 2y,.= S;5,+5,5; setzt. Dieselbe ist quadratisch 


! 


für die & und die &, und ändert sieh nieht, wenn man & mit © vertauscht. 
Die Beziehung zwischen den Ebenen 5 und & der ©’ Paare ist also eine 
quadratische und involutorische (10.). 

Dasselbe eilt, weil Z/, = li” ist, von den zweifachen Ebenen, welche 
durch die Gleichung (B.) mit einander verknüpft, oder was Dasselbe ist. 
bezüglich des quadratischen F’-Systemes (B,.) einander eonjugirt sind. Die 
Bedingungsgleichung für die Coordinaten $ und n, von zwei beliebigen 


On * 


—_. 
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derselben erhält man aus (B.), wenn man a,„=S$£, und P,=n;n, Setzt. 
Die quadratische und involutorische Beziehung der Ebenen 5 und n ist aber 
im Alleemeinen verschieden von derjenigen der Ebenen 5 und 8 


selbst conjugirten Paares. Fallen & und 5 zusammen, so ist die zweifache 


eines sich 


Ebene & sich selbst conjugirt und identisch mit einer 75 sie ist dann nicht 
mehr eine beliebige re Ebene des Raumes, sondern eine zweifache 
bene des quadratischen F’-Systemes (B..). 

24. Die zweifachen Ebenen des quadratischen F°’-Systemes achter 
Stufe (B,.) umhüllen im Allgemeinen eine Fläche vierter Classe (10.), deren 
Gleichung: 

st4mset2 trat tree) 

+ +8 (Etat) Sı 5255 &, +4(l +22) 55 St di ı 1453 


nur 35 Coeffieienten zählt, also zwanzig weniger als (B..). Das quadratische 
4 


= () 


F'-System ist demnach durch diese zugehörige $* im Allgemeinen nicht 


bestimmt; dagegen reichen 54 beliebige von seinen Ebenenpaaren $, 5 aus 
zu seiner Bestimmung. — Die zweifachen Punkte des zugehörigen qua- 
dratischen $’-Gewebes achter Stufe liegen im Allgemeinen auf einer F*, 
die für sich allein zur Bestimmung der beiden quadratischen Flächenmannig- 
faltiekeiten allerdings so wenig wie &* ausreicht, aber zu ihnen und zu &' 
merkwürdige Beziehungen hat. Eine zweifache Ebene berührt nur dann ihre 
Polare $° bezüglich des quadratischen F’-Systemes, wenn sie die Fläche &' 
berührt; und ein zweifacher Punkt liegt nur dann auf seiner Polare bezüglich 
des quadratischen Z’-Gewebes, wenn er auf F* liegt, denn nur in diesem 
Falle ist er sich selbst conjugirt. 

In nahem Zusammenhange mit den beiden Flächen-Mannigfaltigkeiten 
stehen ausserdem eine 2° und eine F”; letztere ist der Ort aller zweifachen 
Punkte, welche bezüglich des quadratischen F’-Systemes die Polaren von Kegel- 
flächen zweiter Ordnung sind (vgl. 10.), $° dagegen wird von allen zweifachen 
Ebenen eingehüllt, deren Polaren sich auf Curven zweiter Classe redueiren. 

25. Die Fläche &* wird unbestimmt (24.) und jede beliebige Ebene 


ist zweifache Ebene des quadratischen F’-Systemes achter Stufe, wenn die 


55 Constanten 2}, = 14" folgenden 35 u TE genügen: 
=0, =0, +2: =0,.., tat. , al. 


1 Mi n I k km 


Die Gleichung (B;.) des reg pP ‘-Systemes nimmt dann die Form an: 


12 As A s Ars ER 
re F 13 (Yı1Y23 /ıfı3) Sy 

| a x q 34 ‚© N . \ a 
Sailer ae a 2 
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und ihre linke Seite wird eine lineare Funetion von den zwanzig quadratischen 


Minoren (YaYın—YinY) der symmetrischen Determinante I +Y.Y»YnYa- 
Zugleich geht die Gleichung (B.) in (6.), durch welche je zwei conjugirte 
F° mit einander verknüpft sind, über in: 
2 (Pa — 2a + aß) + 2; (an. Pa —0nPis + Pi —e3ßı2) Pe! 
+2 la Pt hi aß) + + ale 20 But 0uß,) | 
Um hieraus die Gleiehung der Polare &° irgend einer zweifachen 
Ebene $5 zu erhalten, haben wir allgemein @,=S55, und %,=n;n, zu setzen: 


k } j Ä 
es ergiebt sich: 
12/2 2/(£  & x E\1L23/2 &\? 
1:57 n.— NS: ,)+2 u Be N 
b EN/E re‘ ı PA/E e \? j 
+ 2 (Sı Sm) — nF) 


Für 7,=£; werden in — Gliede dieser Gleiehung zwei Factoren Null, 
d.h. die zweifache Ebene S ist Doppelebene ihrer Polare &‘, und $° re- 
dueirt sich auf eine in & liegende Curve zweiter Classe; auch die Fläche 
&° (24.) wird sonach unbestimmt. Die Tangenten der Curve zweiter Ulasse 
beschreiben, wenn 5 sich bewegt, einen Strahlencomplex zweiten Grades, in 


dessen Strahlen sich unendlich viele Paare von conjugirten zweifachen 


Ebenen S, 7 schneiden: denn die Gleichung der Curve enthält nur die Qua 
drate und Produete der sechs Linieneoordinaten &n,—n,;$,. Ist dieser Strahlen 


complex zweiten Grades beliebig gegeben, so ist auch das quadratische F 
System achter Stufe bestimmt, weil dann die Verhältnisse der zwanzig Coef- 
fieienten 7, bekannt sind. 

26. Die Gleichung des Strahleneomplexes ergiebt sich direet aus dei 
obigen Gleichung des speciellen quadratischen F’-Systemes, wenn man darin 


ya = St: Setzt; sie ist also auch die Bedingung dafür, dass 5 und z 


IR 4 

ein Ebenenpaar des quadratischen F’-Systemes achter Stufe bilden. Also: 

Wenn ein quadratisches F'-System Wenn ein quadratisches P-Ge- 
achter Stufe alle zweifachen Ebenen des webe achter Stufe alle zweifachen 
haumes enthält, so bilden die Doppel- Punkte des Raumes enthält, so bilden 
linien aller seiner Ebenenpaare einen die Doppellinien aller seiner Punkiten- 
Strahlencomplexz zweiten Grades. Die paare einen Strahlencomplex zweiten 
ebenen Complexeurven sind die Po- Grades. Die Complexkegel sind die 
laren ihrer Doppel-Ebenen und folg- Polaren ihrer Doppelpunkte und folg- 
lich singuläre Flächen des zugehöri- lich singuläre Flächen des zugehöri- 


gen quadratischen D’-Gewebes achter gen quadratischen F'-Systemes achter 
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Stufe, und dieses sowie das quadra- Stufe, und dieses sowie das quadra- 
ische F’-System sind dureh den tische P’-Gewebe sind durch den 
Strahlencomplex völlig bestimmt. Strahlencomplex völlig bestimmt. 


Kin beliebiger Strahleneomplex zweiten Grades bestimmt demnach 
zwei quadratische F’-Systeme achter Stufe nebst den zugehörigen beiden 
quadratischen Z’-Geweben achter Stufe. Dieselben sind im Allgemeinen 
durehaus nicht identisch: denn die zweifachen Ebenen des einen quadratischen 
F°-Svstemes (links) erfüllen den ganzen unendlichen Raum, während die- 
jenigen des anderen (reehts) eine Fläche vierter Classe umhüllen. Dass 
umgekehrt die zweifachen Punkte des einen quadratischen P’-Gewebes 
(links) nicht wie diejenigen des anderen (rechts) den ganzen Raum erfüllen. 
lässt sich wie folet beweisen. 

2%. Diejenige F', welche in Bezug auf das quadratische F’-System 
(links) eine beliebig angenommene &° zur Polare hat. stützt u. A. alle in 
den DBerührungsebenen von #$° liegenden Complexeurven (13.), weil sie 
diesen Ebenen eonjugirt ist. Tredueirt sich Z° auf einen zweifachen Punkt P, 
so liegt derselbe nur dann auf F’, wenn er ein zweifacher Punkt des zu- 
eehörigen quadratischen P’-Gewebes ist. Wäre nun dieses allgemein für 
jede Lage von P der Fall, so müsste zufolge des Satzes rechts (26.) die 
F’ eine Kegelfläche mit dem Doppelpunkte P sein, und je zwei Strahlen 
dieser Fläche müssten einander eonjugirt sein bezüglich der in ihrer Ebene 
liegenden Complexeurve, weil F’ diese Ourve stützt. Dass Solches nur 
möglich ist, wenn F’ und der Complexkegel P aus je zwei zugeordneten 
Ebenen eines harmonischen Ebenenbüschels bestehen, leuchtet sofort ein. 

Ohne hier auf die "Theorie des Strahleneomplexes zweiten Grades 
weiter einzugehen, heben wir nur noch den beiläufig gewonnenen Satz 
hervor: 

Mit einem Strahlencomplex zweiten Grades sind eine F* und eine 
innig verbunden; diese Flächen sind die Orte der zweifachen Punkte resp. 
Ebenen eines P’-Gewebes und eines F'-Systemes achter Stufe zweiten Grades, 
welche durch den Complex bestimmt sind. 

Mit dem von Plücker*) gefundenen Orte der singnlären Punkte und 
Ebenen des Complexes scheinen diese beiden Flächen nieht identisch zu sein. 

28. Sind V=0 und W=0 die Gleichungen von zwei beliebigen 


*) Plücker, Neue Geometrie des Raumes ..., Lpz. 1368/9, S. 310 und 315. 
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quadratischen F’-Systemen achter Stufe, so repräsentirt die Gleichung: 
Y+iW=0 


u) 


eine unendliche Schaar solcher F’-Systeme, wenn 4 einen willkürlichen 
Parameter bezeichnet. Alle diese Systeme haben das biquadratische F’- 
System siebenter Stufe VY=W=0 mit einander gemein, und durch jede 
nicht gemeinschaftliche F® des Raumes geht eines derselben. Die Orte 
ihrer zweifachen Ebenen bilden im Allgemeinen eine $*-Schaar; die Polaren 
von zwei beliebigen F’ bezüglich jener quadratischen F’-Systeme bilden 
zwei projectivische &’-Schaaren, weil ihre Gleichungen ebenso wie diejenige 
der &* hinsichtlich des Parameters A linear sind. 

Wenn irgend zwei der quadratischen F’-Systeme alle ihre zweifachen 
Ebenen mit einander gemein haben, so redueirt sich die 2*-Schaar auf eine 


2 Man kann 


einzige $*, und diese gehört allen F°-Systemen zugleich an. 
aber in diesem Falle den Parameter 4 so bestimmen, dass das System Y+4W=0 
noch irgend eine zweifache Ebene enthält, welehe &* nicht berührt; dann 
geht dieses F-System durch alle zweifachen Ebenen des Raumes (24., 25.) 
und ist durch einen Strahleneomplex zweiten Grades bestimmt (26.). Da 
nun jede zweifache Ebene bezüglich dieses speciellen Systemes die in ihr 
liegende Complexeurve zur Polare hat, so ergiebt sich: 


29, Wenn die zweifachen Ebenen Wenn die zweifachen Punkte 








von zwei quadratischen F’-Systemen 
achter Stufe eine und dieselbe &* um- 
hüllen, so sind die Polaren jeder be- 
liebjgen zweifachen Ebene e bezüglich 
dieser Systeme einem Ebenenbüschel 
vierter Ordnung eingeschrieben, 
dessen Ebenen sich paarweise aufe in 
Strahlen eines dureh die Systeme be- 
stimmten Strahleneomplexes zweiten 


(srades schneiden. 


von zwei quadratischen ZP’-Geweben 
achter Stufe auf einer und derselben 
F* liegen, so durehdringen sich die 
Polaren jedes beliebigen zweitfachen 
Punktes P bezüglich dieser Gewebe 
in einer haumeurve C°* vierter Ord- 
nung, deren Punkte paarweise mit P 
in Strahlen eines durch die Gewebe 
bestimmten Strahleneomplexes zwei- 


ten Grades liegen. 


Die Raumeurve C°* (rechts) ist also die gemeinschattliche Dureh- 


dringungseurve der beiden Polaren von P und einer Kegelfläche zweiten 


Grades, welche P zum Doppelpunkt hat. 


Wird P auf F* angenommen, so 


liest P zugleich auf den beiden Polaren (24.), und ist folglich Doppelpunkt 


von C**: die beiden Polaren von P berühren sich alsdann in P. 


aber in der nächsten Nr. (30.) gezeigt, dass die Polarentheorie der F* zu 


Nun wird 
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einem speeiellen quadratischen $’-Gewebe achter Stufe führt, wenn man 
jeder &° ihre Polare bezüglich der F* zuordnet. Und da bekanntlich die 
Fläche F* von der zweiten Polare eines auf ihr liegenden Punktes P in 
diesem Punkte berührt wird, so können wir den letzten Doppelsatz vervoll- 
ständigen wie folgt: 

Wird &* von der Ebene &e berührt, Liegt der Punkt P auf F*, so 
so tangiren die beiden Polaren von & berühren seine beiden Polaren ein- 
einander und &* in dem Berührungs- ander und die F* in P. 
punkte von e. 

Die zweifachen Ebenen eines quadratischen F’-Systemes achter Stufe 
und ihre Polaren bezüglich dieses Systemes hüllen also eine und dieselbe 
Fläche &* vierter Classe ein. 


S.4. Zur Theorie der Flächen vierter Classe oder vierter Ordnung. 

30. Das quadratische F’-System achter Stufe ist ein speeielles, durch 
eine beliebige 2° bestimmtes, wenn die 55 Coefficienten /,, = 1" seiner 
Gleichung (B,.) folgendermassen von den 35 Coordinaten a,,, der &* ab- 
hängen: 

11 — Ayo, lı — Az00% l: je I: — Ay; 13 — Ayo, re 13 — Ayıny 

.. FE : => hm; I: == Opus +0 daD An: 
Nämlich in diesem Falle ist dureh die bilineare Gleichung (B.) in (6.) oder 
auch durch die Substitution (D.) in (7.) einer jeden F* ihre Polare in Bezug 
auf $&* zugeordnet, und alle F’, welche diese ihre Polare stützen, bilden 


das quadratische F’-System. Werden die Gleichungen der &° und einer 
beliebigen F° symbolisch dargestellt dureh: 


«Etat Gstas=0 und (m + m + +2) =, 

so ist die symbolische Gleichung der Polare von F’ in Bezug auf #*: 

(++, ta) (as tm + h+ta,S,) = 0°); 
entwickelt man diese nach Potenzen der Ebeneneoordinaten &; und bezeichnet 
mit 5b, und 2b, die Coeffieienten von S&; resp. $;£,. so erhält man unter Be- 
rüeksichtigung der obigen Gleiehungen die Substitution (D.). 

Die bilineare Gleichung (B.) kann im vorliegenden Falle symbolisch 

geschrieben werden: 

(4,4, +42 + 4503 + a,0,) (a, Pı + a; [3 +4; P; + a,ß;) =; 


*) Dieser Band, S. 15; vgl. Bd. 79, S. 166. 
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ihr genügen die Coordinaten «, und /,, von je zwei F?, welche @n Bezug 


auf P* einander conjugirt sind. Aus ihr ergiebt sich die Gleiehung des 


durch 2° bestimmten quadratischen F’-Systemes, wenn &,=P,=Y7. 2e- 
setzt wird. 

31. Mit jeder Fläche vierter Classe ist also dureh die Polarentheorie 
ein quadratisches F°-System und damit zugleich ein quadratisches &’-Ge- 
webe achter Stufe verbunden; und zwar steht jede F’ und jede $’ dieser 
quadratischen Flächenmannigfaltigkeiten zu der $* in invarianter Beziehung, 
weil polare Beziehungen überhaupt invariant sind ®). Die Berührungsebenen 
der $* sind zweifache Ebenen des quadratischen F°-Systemes, ihre zweiten 
Polaren in Bezug auf Z>* gehören dem quadratischen $’-Gewebe an. Ueber- 
haupt aber stützt jede F” des quadratischen Svstemes ihre Polare bezüg- 
lich der 2&*, und diese Polare gehört zu dem quadratischen P’-Gewebe 
achter Stute. 


Zu der &* steht auch diejenige F* in invarianten Beziehungen, welche 


die zweifachen Punkte des quadratischen P’-Gewebes enthält (24.). Die 
Gleichung dieser F* ergiebt sich, wenn man in (E.) die Werthe der /,, und 
zugleich a,=b,= x;,x, einsetzt, in folgender Form **): 
0 a aa aa an... re 
Fo en a a A +5 a ie 
Bi a an Mn Ma + +. Mayr Me 
(E; % UBERT Ayzı ern ds, . . . d 11 d d v 
a Mt, Met Me > 0: cat Mleaneiie Mae 
BE A A er nn 


sie ist linear in Bezug auf a. oo: Aa UNI Anz, quadratisch in Bezug 
AUf Aziz Azıos - ++, Ami, Kubisch hinsichtlich a0. Mars - +, Aum., Piqua- 
dratisch hinsichtlich @,. “ya. --.. Mm. endlich vom sechsten Grade be- 
züglich a,,.,. Alle #*, deren zugehörige F* durch einen gegebenen Punkt 
sehen, bilden ein $*-Gewebe achter Stufe zehnten Grades. 

32. Die invarianten Beziehungen einer Fläche vierter Classe P° und 
der mittelst der Gleichung (E,.) durch sie bestimmten Fläche vierter Ord- 


*) Dieses Journal, Bd. 79, S. 171. 
**) Vgl. meine Arbeit über die „Darstellung quaternärer biquadratischer Formen 
durch zehn Biquadrate*, in diesem Journal Bd. 78, S. 123. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft >. 26 
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nung F* sind nur in ganz besonderen Fällen zugleich reeiproke. Diejenigen 
P*, welche auf ihre Polaren bezüglich der F* sich stützen, bilden allerdings 
ein quadratisches &°-Gewebe achter Stufe, jedoch nicht das oben (31.) er- 
wähnte, welches unmittelbar durch &* bestimmt ist; und ihre Polaren bilden 
wohl ein quadratisches F’-System achter Stufe, aber die zweifachen Ebenen 
desselben umhüllen im Allgemeinen nicht die $&*, sondern eine andere Fläche 
vierter Olasse &/, welche auf ähnliche Art durch F* bestimmt ist, wie F' 
durch $&*. Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht, 
wenn man für die &*-Coordinaten a, beliebige Zahlwerthe in die Glei- 
chungen einsetzt. Auch lässt sich zeigen, dass eine und dieselbe F* aus 
verschiedenen 2* abgeleitet werden kann, sodass allerdings F* durch &*, 
nicht aber umgekehrt #* durch die aus ihr abgeleitete #* eindeutig bestimmt 
ist. Also: 

Mittelst der erweiterten Polarentheorie kann aus einer beliebigen &* 
(oder F*) eine ganze heihe von Flächen vierter Classe resp. vierter Ordnung 
pP, F'Y, $t, Fi, #5, F;, ... abgeleitet werden, die alle in invarianten Be- 
siehungen zu einander stehen, und von denen jede in der oben (31.) ange- 
gebenen Weise eindeutig aus der vorhergehenden, nicht aber eindeutig aus 
der folgenden sich ergiebt. 

Diese Reihe von Flächen ist im Allgemeinen ohne Ende, und nur 
dann, wenn eine ihrer Flächen unbestimmt wird, bricht sie ab. Sie kann 
aber wie eines der nachfolgenden Beispiele lehrt (35.), von einer bestimmten 
Fläche an periodisch werden. 


°)‘) 


33. Wir müssen darauf verzichten, die merkwürdige Gleichung (E,.) 


* und der 


und die mannigtaltigen gegenseitigen Beziehungen der Fläche & 
aus ihr abgeleiteten Flächen F*, Pf}, F} u.s. w. hier ausführlich zu erörtern. 
Wir beschränken uns auf einige leieht zu begründende Bemerkungen, welche 
specielle Flächen vierter Classe oder Ordnung betreffen, aber trotzdem auf 
die Wichtiskeit jener Beziehungen vielleicht einiges Licht werfen. 

Wenn $' alle Ebenen einer Geraden zweimal berührt, so geht F' 
zweimal durch alle Punkte der Geraden, und letztere ist zweifache Gerade 
von allen aus $" abgeleiteten Flächen F’, $/, Fi. 

Nimmt man nämlich auf der Geraden die Eckpunkte 5, =0 und &,=0 


des Coordinatentetra@ders an, sodass sich in ihr die Flächen x, = 0 und x; = O 


desselben schneiden, so erhält die Gleichung der &* die Form: 


3atspateta td, 











en 
SS 
T- 
»n 
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indem 93, Y3 und g,, homogene Funetionen zweiten Grades von &. &. &. 


£, bezeichnen. Es wird also a,.„=0, so oft g+r>2 ist, und die Glei- 
chung (E,.) von F* geht über in: 


| 0 am DM OU U DD N AO E 

x, 0 0 0 0 0 0 0 A 
|, &a ( Ü ( () ( () () Wie: ne ran 

X; 0 0 0 v v v DO a er 
Ic 0 0 ( Ba Me Mes Men: Men Mes 

GE en a Me et Ba Be m Men Men ass 


Diese Gleichung hat, wie man leicht sieht, die Form: 

ft feat fe =V), 
sodass in der T’'hat jeder Punkt der Geraden #,=0, &»=0 ein Doppelpunkt 
der F* ist. Ganz ebenso ergiebt sich, dass die aus F* abgeleitete Fläche 
$bi alle Ebenen der Geraden zweimal berührt: u. s. w. 

34. Sind die Ebenen der Fläche $b* paarweise harmonisch getrennt 
durch einen Punkt A und eine Ebene o, so sind auch die Punkte der aus db’ 
abgeleiteten Fläche F' durch A und « paarweise harmonisch getrennt, des- 
gleichen die Ebenen und Punkte der Flächen P,, Fi, PD; u. s. w. 

Zum Beweise verlege man nach A den einen Eekpunkt 5, =0 und 
in die Ebene « die ihm gegenüberliegende Fläche z, = 0 oder = =5 = 0 


des Coordinatentetraäders. Dann hat die Gleichung der &* die Form: 


p (Si, &, S)+Yp" (Si, 5; 5) ta ur 58 =), 
d.h. sie enthält von £, nur die geraden Potenzen, und es ist a 0, so oft 


t ungerade ist. Setzt man aber in (E,.) überall « ..=0 und a,;=0 so er- 
kennt man sofort, dass diese Gleichung nur die geraden Potenzen von , 
enthält, also die Form hat: 
(a, 0,5) +f (0,0, )u tr = 0; 

damit aber ist unser Satz bewiesen. 

Wenn z. B. $#* einen Mittelpunkt A besitzt (in welchem Falle die 
Ebene « unendlich fern liegt), so ist A zugleich Mittelpunkt aller aus &° 
abgeleiteten Flächen F*, $/, Fi u.s. w. Eine Symmetrieebene von &* ist 


4 


zugleich Symmetrieebene von F*, &/,... Ist insbesondere $* eine Rotations- 


fläche, so sind auch alle aus &* abgeleiteten Flächen Rotationsflächen mit 
der nämlichen Axe. 


26* 
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35. Wenn sich D* auf eine (nicht singuläre) zweifache $’ redueirt, 
so geht die aus D* abgeleitete F* über in die zweifache F’, deren Berührungs- 
ebenen jene 5° bilden, und Dj wird mit &b* identisch. 

Dieses folgt schon aus (33.), wonach jede Gerade von &’ eine zwei- 
fache Gerade der Flächen $*, F*, $i, ... ist; ebenso folgt es aus (34.). 
Wir wollen aber noch einen Beweis dieses Satzes geben. 

Die Gleiehung einer 2&* habe die einfache Form: 

3 Aut 6 AR + 3 An + 6A + + HA FE HF AN = 0; 
dann kann die Gleichung (E,.) der zugehörigen F* verwandelt werden 


) 2 


- = 


2 2, 
Asa} 
As; ne V, 


wenn 


2 x? 
u Ba + T| We 


13 y- 
vesetzt wird. >ie enthält also nur die ve1 u Potenzen von z,. Is. 73. 7. 
Ist A,= A,=4A,.A,, so geht die Gleichung der &* über in: 
3 ASt AS+ASH+AF 0, 


und repräsentirt eine zweifache &°, welche auf ein beliebiges Poltetra@der 
bezogen ist. Zugleich aber wird die Gleichung der F* identisch mit: 
a u ar 
-WAAAA, e z en ; +, = (0, 

d. h. F* redueirt sich auf die zweifache F’, ichs von den Ebenen jener 
&’' berührt wird. 

Auf die oben angenommene einfache Form kann u. A. die Gleichung: 

3 A:+AS+AS+ AS): ( A,$ı+ A; +45 + b;S 54) =) 

&ebracht werden; dieselbe repräsentirt zwei &°, welche sich in allen Punkten 
eines Kegelschnittes berühren, und zwar bilden die Punkte & =0, 5, —=0 
und 5 = 0 ein beliebiges Poldreieck dieses Kegelschnittes, während im 
Punkte &,=0 die gemeinschaftlichen Berührungsebenen der beiden &° sieh 
schneiden. Setzt man nun in die Gleichung der zugehörigen F* ein: 


A,„=AA, Au=5(A+B) für ö und k=1, 2, 


t 
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sowie Ay = A,B,, so enthält dieselbe die Punkteoordinaten z,. ©. ©;. z, 


X 2. 2° rn 
nur in den Verbindungen ++ 7° und 7%, kann also auf die Form: 
Pr a: A, 
ge? ? . 2 2 2 
(& + ui + de +0: z; )-( ri = ee 1/5» #4.) —zi 
le ee u EEE U  ° 


sebracht werden. Daraus aber folgt: 

Besteht $* aus zwei Flächen zweiter Classe, die sich in allen Punkten 
eines Kegelschnittes berühren, so zerfällt die aus $* abgeleitete F' in zwei 
Flächen zweiter Ordnung, die sich in den Punkten desselben Kegelschnittes 
berühren. 


Ebenso beweist man, dass die Gleichung der F* sich auf die Form: 


2 2 2 2 2 2 N m? 2 2 
m( TC, ı ® )-+n( %, , ( 2; 1% )+p( %, , 8% \ _g 
aaa: Ya A A a AR 2 Aare 


bringen lässt, wenn diejenige von &* die analoge Form: 


ww m 


u(A,Sı+ A25) + v(A,Sı+ A) (A5+ A 5 +n(4A;5 
annimmt. Daraus aber folgt: 

Wenn P* in zwei Flächen zweiter Classe zerfällt, welche sich in den 
vier Geraden eines windschiefen Vierecks schneiden, so besteht F' aus zwei 
Flächen zweiter Ordnung, welche durch dieselben vier Geraden gehen. 

36. Das quadratische F’-System achter Stufe, welches (31.) mit 


+ 


einer beliebigen &#* verbunden ist, hat eine Doppel-F’, wenn die Diseri- 


minante seiner Gleichung, d. h. die Determinante: 


Ayun dz m UBER d; 11 . . . (Ayo (dyıy > 
Az dyaım A 300 Ay A SE. Ay (|, 2 
= = (Gm Gm Bam Us - + pr Oma 
Axun d,un A, 202 d, 12 . . ’ d 13 d un4+ 


verschwindet (15.). Jene ausgezeichnete F’ des Systemes ist apolar zu der 
PD’, und ist jeder anderen F’ des Rhaumes in Bezug auf P* conjugirt 
(vgl. 8.); die Determinante ZA ist eine Invariante von P*), 

Das mit dem quadratischen F’-System verbundene quadratische &'- 
(sewebe achter Stufe redueirt sich aber in dem genannten Falle, wie wir 
wissen (21.), auf das zweifache lineare P’-Gewebe achter Stufe, welches 
auf der Doppel-F” ruht. Daraus folgt: 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 79, S. 173. 
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Wenn die Invariante & einer D* verschwindet und also eine zu $ 
apolare F’ ewistirt, so redueirt sich die aus Db* abgeleitete F* auf diese, 
zweimal zu zählende F'. 

Auch die übrigen aus $* abgeleiteten Flächen &}, F}, ... redueiren 
sich alsdann auf die zweifache F’ (35.), wenn F? keine Kegellläche ist. 

Wenn alle ersten Minoren der Invcariante A verschwinden, so wird die 
aus P’ abgeleitete F’ unbestimmt, | 
wie die Form der Gleichung (E,.) sofort erkennen lässt. Insbesondere er- 
giebt sich: 

Wenn D* in eine b’ und eine $' zerfällt, so wird F* unbestimmt. 

Denn legen wir einen Eckpunkt S,=0 des Coordinatentetra@ders in 
den Punkt 2', so wird die Gleichung der &* durch £, theilbar, und es 
wird a,.=0, so oft t=0 ist; dadurch aber wird die linke Seite der Glei- 
chung (E,.) identisch Null. 

Wenn $* eine Ebene (etwa 53 = &=&,—=() dreifach enthält, so re- 
dueirt sich F’ auf diese. viermal zu zählende Ebene und Pb, wird deshalb 
unbestimmt. 

Nämlich die Gleichung der &* ist linear hinsichtlich der Coordinate 
S;, 80 oft der genannte Fall eintritt. Setzt man aber in (E..) überall «a,.= 0, 
wo t>1 ist, so geht diese Gleichung über in x; = 0, wie behauptet wurde. — 
Ebenso folgt: Wenn eine F* einen dreifachen Punkt besitzt, so redueirt sich 
die aus ihr abgeleitete Fläche vierter Classe auf diesen Punkt. 


$S:5. Das Nullsystem von neun Dimensionen. 

37. Wir kehren nochmals zu der bilinearen Gleichung (B.) zurück 
(6.), durch welche die F’-Systeme und $’-Gewebe neunter Stufe der Räume 
R, und R, reciprok auf einander bezogen wurden. Wir wissen (9.), dass 
diejenigen F’, welche ihre entsprechenden &° stützen und also dureh (B.) 
mit sich selbst verknüpft sind, im Allgemeinen ein quadratisches F’-System 
achter Stufe bilden; nur der besondere Fall, in weichem Z,= —!." und 
folglich Z;= 0 ist, bildet eine Ausnalıme. 

Nämlich in diesem Falle wird die linke Seite der Gleichung (B.) 
identisch Null, wenn man «,= P, setzt, d. h. jede F” stützt die ihr ent- 
sprechende 2° und ist mit sich selbst verknüpft. Da ausserdem die Glei- 
chung (B.) durch Vertauschung der «,, mit den resp. /?, links nur das Vor- 
zeichen wechselt, so ist die reciproke Beziehung eine involutorische, und 
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wir brauchen die beiden Räume nicht weiter zu unterscheiden. Wesen der 


Analogie mit dem gewöhnlichen Nullsystem (5.) wollen wir sagen, das F°- 
System und das &’-Gewebe bilden, wenn 2, = —!;" ist, ein Nullsystem von 
neun Dimensionen. Also: 

Wenn ein F'-System und ein P’-Gewebe neunter Stufe reciprok so auf 
einander bezogen sind, dass jede F’ die ihr entsprechende ®’ stützt, so bilden 
sie ein Nullsystem von neun Dimensionen. Solcher Nullsysteme giebt es A4- 
fach unendlich viele; 
denn ihre Gleichung (B.) enthält 45 Coefficienten 7 


mn 
— — , 
ru =” 


Auch die linke Seite der Gleichung (E.), durch welche die 2° des 
Raumes mit einander verknüpft werden, ändert im vorliegenden Falle durch 
Vertauschung der a,, mit den resp. 5b, nur ihr Vorzeichen: sie wird identisch 
Null, wenn a,=b, gesetzt wird, weil zwischen den ersten Minoren der 
Determinante A=F&+lhil; ... 4 bekamntlich die Gleichungen 2”, = — 4.” 
bestehen, wenn /, = —!.” ist. 

38. Im Nullsystem von neun Dimensionen sollen zwei F’ „conjugirt“ 
senannt werden, wenn eine und folglich jede derselben die der anderen 
„zugeordnete“ (d. h. entsprechende) $° stützt. Ebenso heissen zwei lineare 
F'-Systeme „conjugirt“, wenn auf dem einen und folglich auf jedem das 
dem anderen zugeordnete $’-Gewebe ruht. Z. B. einem F?-Büschel sind 
im Nullsystem alle Flächen, F’-Büschel, F’-Bündel u. s. w. des linearen F’- 
Systemes siebenter Stufe conjugirt, welches die dem Büschel zugeordnete 
P'-Schaar stützt. Einem linearen F’-System pter Stufe ist ein einziges 
System (8—p)'* Stufe conjugirt nebst allen in demselben enthaltenen F’ 
und linearen F’-Systemen von 1, 2, 3. ..., 7—p Dimensionen; auf diesem 
F'-Systeme (8— p)ter Stufe ruht das D’-Gewebe pte Stufe, welches dem F’- 
Systeme pter Stufe zugeordnet ist. Zwei lineare F’-Systeme per und gter 
Stufe sind demnach einander eonjugirt, wenn irgend qg-+1 linear unabhängige 
Flächen des letzteren dem ersteren eonjugirt sind. 

Da jede F° des Raumes sich selbst eonjugirt ist (vel. 37.), so be- 
stimmen allemal zwei eonjugirte F* einen sieh selbst eonjugirten F’-Büschel, 
von welchem je zwei Flächen einander eonjugirt sind. — Wählt man fünf 
linear unabhängige F’ so, dass jede von ihnen den vier übrigen conjugirt 
ist, so bestimmen dieselben ein sich selbst eonjugirtes lineares F’-System 
vierter Stufe; alle in diesem enthaltenen Flächen und linearen F’-Systeme 
sind einander und zugleich sich selbst eonjugirt. Die sieh selbst conjugirten 
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linearen F’-Systeme sind den Leitstrahlen des gewöhnlichen Nulisystemes 
(9.) vergleichbar. 

39. Ein lineares F'-System p’" Stufe enthält im Allgemeinen und min- 
destens 4(2p—Bög)(g-+1)-fach unendlich viele, sich selbst conjugirte lineare 
F’-Systeme g’” Stufe, wenn V<2g°—-p ist. Wählt man nämlich in 
dem System pter Stufe irgend g-+1 linear unabhängige F’ so, dass jede 
derselben den g übrigen eonjugirt ist, so bestimmen diese F’ eines der sich 
selbst eonjugirten F’-Systeme gie Stufe. Von den g-+1 eonjugirten F’ 
kann die erste ganz beliebig in dem Systeme pter Stufe angenommen werden: 
die (#+1)t® darf mit den © vorhergehenden nieht in einem linearen F-Svstem 
@—1)ter Stufe liegen, kann aber sonst beliebig in einem gewissen linearen 
F’-Systeme (p— öfter oder höherer Stufe angenommen werden, und zwar dureh- 
dringen sich in diesem das System per Stufe und dasjenige lineare System 
(9—ö)ter Stufe, welches den © vorhergehenden F” conjugirt ist. Da wegen 
p = 2qg-72i auch p—i>>i—1 ist, so können die g+1 F’ im Allgemeinen 
auf: p+({p-D++(p-9+-+(p—g) oder 4(2p—g).(g-+1)-fach unend- 
lich viele Arten so, wie vorhin angegeben, gewählt werden. Die Anzahl der so 


bestimmten F?-Systeme gfer Stufe ist aber nur 42p—-g)(g+l)—g(g+1)- 


fach unendlich, weil jedes von ihnen auf diese Weise »“”'"-mal er- 
halten wird. 

Für py=9 und qg=1, 2, 3, 4 ergiebt sich insbesondere: 

Im Nullsystem von neun Dimensionen giebt es x” sich selbst conjugirte 
F’-Büschel und lineare F’-Systeme vierter Stufe, und &'” sich selbst conju- 
girte F’-Bündel und F’-Gebüsche. Durch jede F’ gehen, wie man leicht 
beweist, &’ F’-Büschel, &'" F*-Bündel, &' F’-Gebüsche und x" lineare 
F’-Systeme vierter Stufe, welche sich selbst conjugirt sind. 

Eine Ausnahme erleidet der obige Satz u. A. dann, wenn das lineare 
F'-System pter Stufe sich selbst eonjugirt ist; in diesem Falle ist jedes der 
eG jn ihm enthaltenen linearen F’-Systeme g!® Stufe sich selbst 
conjugirt (38.). 

40. In jedem linearen F'-System p'” Stufe giebt es, wenn p_>L1 ist, 
im Allgemeinen und mindestens eine F’, welche allen übrigen Flächen des 
Systemes conjugirt ist, und die Nullfläche des Systemes heissen mag. Wenn 
nicht jede F” des Systemes allen übrigen conjugirt ist, so kann man in 
demselben auf unendlich viele Arten p linear unabhängige Flächen so an- 
nehmen, dass keine zwei derselben einander conjugirt sind. Diesen p Flächen 
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aber sind alle Flächen eines linearen F’-Systemes (I—p)ter Stufe conjugirt, 
welches mit dem System pter Stufe mindestens eine F? vemein hat: dieselbe 
ist sich selbst und jenen p Flächen eonjugirt, also auch allen F° des linearen 
Systemes pter Stufe, welches durch sie und die p Flächen bestimmt ist. 

Wenn ein lineares F'-System p'” Stufe ein sich selbst conjugirtes li- 
neares F'-System gq'” Stufe enthält und 24 >p ist, so giebt es in letzterem 
System mindestens &"” Flächen, welche allen F’ des Systemes p'” Stufe 
conjugirt sind und Nullflächen desselben heissen mögen. Diese Nullflächen 
bilden ein lineares F-System von im Allgemeinen und mindestens 2q—p Di- 
mensionen. Wenn nämlich nicht jede F” des Systemes pt® Stufe allen 
übrigen conjugirt ist, so kann man eine dasselbe bestimmende Gruppe von 
p+1 Flächen so annehmen, dass von ihnen p—g ausserhalb des linearen 
F'-Systemes gie Stufe liegen und dass keine zwei dieser p—qg Flächen 
einander conjugirt sind. Das lineare F*-System 9—(p— g)** Stufe, welches 
diesen p—qg Flächen eonjugirt ist, hat aber mit dem System g'er Stufe 
ein lineares F’-System von im Allgemeinen und mindestens 29—p Dimen- 
sionen gemein, dessen Flächen dem linearen System pter Stufe (weil den 
p+1 linear unabhängigen F°? desselben) eonjugirt sind. 

41. Ist 29 =p, so ergiebt sich auf gleiche Art der Satz: 

Durch die Nullfläche eines linearen F'-Systemes 2g'" Stufe gehen alle 
sich selbst conjugirten linearen F’-Systeme q'” Stufe desselben. 
wenn nämlich nur eine solche Nulllläche existirt (40). So z. B. enthält 
jedes lineare F’-System achter Stufe &' sich selbst eonjugirte lineare Systeme 
vierter Stufe; dieselben gehen sämmtlich durch die Nullfläche des Systemes 
achter Stufe. Und ein F’-Bündel, der nicht sich selbst conjugirt ist, enthält 
einfach unendlich viele sich selbst conjugirte F*-Büschel, die sich aber alle 
in der Nullfläche des Bündels schneiden. Dieser Satz ist dem bekannten 
Satze analog, dass alle in einer Ebene liegenden Leitstrahlen eines ge- 
wöhnlichen Nullsystemes sich in dem Nullpunkte der Ebene schneiden. 
Das Analogon eines anderen bekannten Satzes ist der folgende, sofort ein- 
leuchtende: 

Die Nullflächen aller linearen F'-Systeme p'” Stufe, welche durch ein 
lineares F'-System q’” Stufe gehen, bilden das dem letzteren conjugirte F'- 
System (8—g)'" Stufe (38.). 

42. Die Gesammtheit aller linearen F’-Systeme pt“ Stufe, welche 
im Nullsystem von 9 Dimensionen sich selbst eonjugirt sind, ist vergleichbar 

Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 3. 27 
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dem linearen Strahleneomplex, welcher von den Leitstrahlen eines gewöhn- 
lichen Nullsystemes gebildet wird. Gleiehwie jede Gerade ein Leitstrahl 
ist, welche mit zwei Leitstrahlen in einer Ebene liegt und durch ihren 
Schnittpunkt geht, ebenso ist jedes lineare F’-System pter Stufe sich selbst 
conjugirt, welches mit irgend zwei sich selbst conjugirten in einem linearen 
F’-System (p-+1)ter Stufe liegt und durch das ihnen gemeinschaftliche System 
(p—1)ter Stufe geht; denn jede F” des letzteren ist eine Nullfläche des Systemes 
(p-+1)ter Stufe, u.s. w. Wenn z. B. zwei sich selbst eonjugirte F*-Büschel 
in einem F*-Bündel liegen und folglich eine F* mit einander gemein haben, 
so ist jeder durch diese F” gehende F’-Büschel des Bündels sich selbst 
conjugirt. 


Strassburg i. E. 22. Juli 1876. 











Ueber die Determinanten, deren correspondirende 
Elemente «,, und a, entgegengesetzt gleich sind. 


(Von Herrn F. Mertens in Krakau.) 


Obgleich der von Herrn Cayley zuerst ausgesprochene Satz *), (dass 
eine Determinante geraden Grades 


a ia 
D ie: ı da; d; . . . d,, 
u u, Mi 


in welcher die Elemente den Bedingungen 
(1.) a, =, 
(2) a„tra,=0 

genügen, ein vollständiges Quadrat, und zwar das Quadrat eines von Jacobi bei 
Gelegenheit des Pfaffschen Integrationsproblems"*) aufgestellten Ausdrucks 
ist, von Herrn Cayley sowie von den Herren Borchardt und Scheibner *** 
elegant bewiesen worden ist, so dürfte es dennoch von Interesse sein, den 
Beweis desselben direet an den Gliedern von D zu versuchen. 

Bekamntlich besteht das Bildungsgesetz der Glieder der Determinante 
eines allgemeinen Elementensystems 


Bis Du 


m 
darin, dass an den zweiten (oder ersten) Zeigern 1, 2, ... » des Diago- 
nalgliedes 
bıuba ... 5b 
alle möglichen Umsetzungen f) zu vollziehen sind und jedes der Resultate 
mit dem Zeichen + oder — zu behaften ist, je nachdem die betreffende 


nn 


*) Dieses Journal Bd. 38 pag. 93. 

**) Dieses Journal Bd. 2 pag. 353 und Bd. 29 pag. 237. 

#=##) Siehe Baltzer Determinanten $. 7 sowie die Leipziger Berichte vom Jahre 1859. 
f) oder, wenn man lieber will, Permutationen. 


27* 
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Umsetzung einer geraden oder ungeraden Anzahl von aufeinander folgenden 
Vertauschungen zweier Zeiger gleichkommt. 
Jede Umsetzung U oder 


re 


ist ferner, wie bekannt, in eyklische Factoren zerlegbar, d.h. es lassen sich 
die Zeiger der unteren Reihe in dem Symbol (3.) derart in Gruppen ab- 
theilen, dass die Wirkung der Umsetzung U durch eyklische Umsetzung 
der Zeiger jeder Gruppe erreicht wird, wobei die etwa sich behauptenden 
Zeiger als je eine Gruppe bildend anzusehen sind. Nach der Cauchyschen 
itegel ist dann das Vorzeichen des aus der Umsetzung U hervorgehenden 
Determinantengliedes = (—1)"”, wo g die Anzahl der eyklischen Faetoren 
von U bezeichnet. 

Dies vorausgeschickt, unterscheide man in Bezug auf die Deter- 
minante D unter den »! Umsetzungen der Zeiger 1, 2, ... » folgende 
drei Arten: 

A) Umsetzungen mit sich behauptenden Zeigern. Jedes der aus 
diesen Umsetzungen hervorgehenden Glieder der Determinante D ist nach 
(1.) gleich 0. 

B) Umsetzungen, welche aus einer ungeraden Anzahl von Zeigern 
bestehende eyklische Faetoren enthalten. Es sei 

(#7 a, = 
eine solehe Umsetzung U, und zwar sei unter allen eyklischen Factoren 
von ll mit ungerader Zeigeranzahl der in Evidenz gesetzte derjenige, welcher 
den kleinstmöglichen Zeiger enthält. Alsdann giebt es allemal eine von U 


A i 0 ee AR rn ER 
verschiedene Umsetzung > | ) oder ( ;\ welche, ab- 
| 7 WE 


sesehen von dem ersten, die nämlichen eyklischen Factoren wie U besitzt, 
während der erste eyklische Faetor die Umkehrung des ersten eyklischen 
Faetors von U ist. Die aus zwei solchen sich gegenseitig entsprechenden 
Umsetzungen entspringenden Glieder von D 


> > 
+0,5G3, ++ GP, Faglp :-- Ga; 


wo P das Produet der übrigen Elemente bezeichnet, haben dasselbe Vor- 


zeichen und heben sich daher gegeneinander auf, weil nach (2.) 
Uzua + Gz0yR >: Ag = V 
ist. 











2 





Mertens, über windschiefe Determinanten. 209 


C) Umsetzungen, welche nur eyklische Factoren mit gerader Zeiger- 


anzahl enthalten. Jede dieser Umsetzungen denke man sieh derart geordnet, 
dass die erste Gruppe der in eyklischer Weise umzusetzenden Zeiger mit 
dem Zeiger 1 anfängt, die zweite Gruppe, falls eine solche vorhanden ist, 
mit dem kleinstmöglichen Zeiger anfängt u. s. w., und es sei 

(4.) (9 a ,g ef, Er 

Bere Ei, 

eine derart geordnete Umsetzung. Stellt man dann den ersten und zweiten, 
dritten und vierten, ... (n—1)ter und nter Zeiger der unteren Reihe zu je 
einem Paare zusammen und verfährt ebenso mit den Zeigern der oberen 
Reihe, so erhält man zwei Reihen 


(9.) ii 
(6.) N ir N) 
nt 
2 
Um eine Uebersicht über die Reihen von Zeigerpaaren zu gewinnen, welche 


von je Zeigerpaaren, in deren jeder nur verschiedene Zeiger vorkommen. 


man durch dieses Verfahren aus allen möglichen Umsetzungen von der 
Form (4.) erhält, denke man sich die Zeiger 1, 2, ... »—1, n auf alle 


a. . . r . . . N . . P} 
möglichen verschiedenen Weisen in je -„ Paare abgetheilt, wobei die 


Reihenfolge der Zeiger jedes Paares gleichgültig ist, nenne den Complex dieser 


Reihen von je Zeigerpaaren, deren Anzahl sleich 1.3...(n—1) 


n 
2 


"DD 
En \ 
ww N 


ist, 2 und untersuche, ob und aus wie vielen Umsetzungen von der Form 
(4) irgend eine Gombination (R, W) zweier dem Complex 42 angehörender 
Zeigerpaarreihen RN, W durch das obige Verfahren hervorgehen kann. 
Erlaubt man sich zur Abkürzung die Ausdrucksweise, dass zwei Zeiger 
zusammengehören, wenn sie zusammen ein Paar bilden, so ermittele man 
den Zeiger g, welcher in der Reihe NR mit 1 zusammengehört, dann den 
Zeiger h, welcher in der Reihe W mit g zusammengehört, hierauf den 
Zeiger i, welcher in R mit k zusammengehört u. s. f., bis man auf den Zeiger 
! stösst, welcher in der Reihe RW mit 1 zusammengehört. Erschöpfen die 
Paare, durch welche man auf diese Weise hindurchgegangen ist, noch nicht 
die Reihen R, RW, so suche man unter den in # zurückgebliebenen Paaren 
dasjenige, welches den kleinstmöglichen Zeiger f’ enthält, bezeichne den 
anderen Zeiger dieses Paares mit g', ermittele dann den Zeiger A’, welcher 
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in R’ mit g’ zusammengehört, hierauf den Zeiger @, welcher in R mit 4 
zusammengehört u. s. f., bis man auf den Zeiger 7 stösst, welcher in W 
mit f' zusammengehört. So fahre man fort, bis nach einigen Wiederholungen 
dieses Verfahrens sämmtliche Paare der Reihen R und WR erschöpft sind. 
Es ist dann 

(7,) gh 1, g' res ) 

Fee = BERG OU 
eine Umsetzung, welche nur eyklische Faetoren mit gerader Zeigeranzahl 
enthält und aus welcher die Reihen R, NW ebenso hervorgehen, wie die 
Reihen (5.) und (6.) aus der Umsetzung (4.). Würde man dagegen von 
demjenigen Zeigerpaare ausgegangen sein, welches in der Reihe R’ den 
Zeiger Eins enthält, so würde man durch dasselbe Verfahren genau zu der 
Umkehrung 
rs at 

(8.) Fa ae 
der Umsetzung (7.) gelangen. Hienach entspringen also alle Combinationen 
(R,NR) zweier identischer Reihen von Zeigerpaaren aus den Umsetzungen, 
welche aus zweigliedrigen eyklischen Factoren bestehen und zwar jede 
dieser Combinationen nur aus einer derartigen Umsetzung, weil in diesem 
Falle die Umsetzungen (7.) und (8.) identisch sind. Die Combinationen 
(R, W) zweier verschiedener Zeigerpaarreihen aus 2 dagegen gehen aus 
den Umsetzungen hervor, welche wenigstens einen eyklischen Faetor mit 
mehr als zwei Zeigern enthalten und zwar entspringt jede dieser Combi- 
nationen genau aus zwei Umsetzungen, von denen die eine die Umkehrung 
der anderen ist, und welche aus diesem Grunde in dem vorliegenden Falle 
nie identisch sein können. Sind nun 


(aPß)(yd)...(ur) 

(a) (y'0')...(uv) 
die beiden Zeigerpaarreihen, welche aus der Umsetzung (4.) hervorgehen, 
und bezeichnet allgemein 3.,.., die positive oder negative Einheit, je- 


. r & v . 
nachdem die Umsetzung ( . .) einer geraden oder ungeraden Anzahl 


auf einander folgender Vertauschungen zweier Zeiger gleichkommt, so ist 
das aus der Umsetzung (4.) entspringende Glied der Determinante D, unter 
m die Anzahl der eyklischen Factoren dieser Umsetzung verstanden, 


= (—1)" A, A,; ... Aud;y ... A,y ... 
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und lässt sich mit Hülfe der Gleichungen 

Y - 

| mM 
Algh..ip..v 2. x Yyh...ig u” ena Z \ —] Y ’ 

| Nlon..ıp.r. Arg + Ay = dapy) uv lup ds (Aw: 


Ah. 19... d,n Br Ay Ba 
auf die Form 


dapßyd...uv Uupd,5+- dur x wre wv’ das byrö ll 


| bringen. Die Summe der aus sämmtlichen Umsetzungen, welche nur eyk- 
lische Faetoren mit gerader Zeigeranzahl enthalten, entspringenden Glieder 
| der Determinante D ist demnach 
= 1Zyopyö.ur bap by] 

wo die Summe über alle Zeigerpaarreihen von (2 zu erstreeken ist. 

Da also nur diejenigen Glieder der Determinante D in Betracht 

kommen, welche den unter C) genannten Umsetzungen entsprechen, so 
| hat man 
| | D = |Zgapys..u Gap, Au): 


(rräfenberg, August 1876. 





Ueber Borchardts Function. 
(Von Herrn Kostka in Insterburg.) 


1. Aligemeine Formeln. Borchardts erzeugende Function aller ganzen 


symmetrischen Verbindungen ist ursprünglich in folgender Form gegeben: 


oO 


1) Mltı.t...tb) = my u) [tn). et Te ei”, 
Bit „1... 0606 ot„ fit,)flt.).-.f(ta) 
darin bedeutet f(t) eine ganze Function »t*" Grades und //(t,....t,) das 

Ditferenzenproduet der t, also: 

\fi) = tat +mt’+.- tat”, 

BE eilig. ee ezth.. 
(reeigneter für die weitere Entwickelung wird eine andere Form von © 
sein, welche man z. B. in Baltzers Determinanten angegeben findet ”): 
Schreibt man nämlich die zu differentiirende Funetion als Determinante, 
führt dann die Differentiationen aus und setzt 

2) Ft) = !f W-ht"fld, 
so wird 
EUR | E+F(t)F,(t)e--Fa-ılto) 
f(t,)-- ft.) It, l,, +... t„) 
Der zweite Factor ist eine ganze und symmetrische Funetion der t, für 
alle Variablen zusammen von der Dimension »(»—1), für jede einzelne 
Variable vom Grade »—1. Nach einer Aeusserung Cayleys **), auf welche 
neulich Herr Faa de Bruno zurückzekommen ist ***), würde es von Inter- 
esse sein, den Zähler der Borchardtschen Function, also 
S+F,(t)F (t,)...Fa_ılto) 
tie ke) 


dureh die Coeffieienten von f(t) und einfache symmetrische Verbindungen der 


(3.) Z 


t auszudrücken. Herr Professor Borchardt machte mich darauf aufmerksam 


*) In der zweiten Auflage $.5, 15. 


**) A memoir on the symmetrie functions of the roots of an equation, Phil. 
Transact. 1857, S. 489 ff. 


*##*) Dieses Journal, Bd. 81, S. 217 ft. 
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dass Z als Summe der in diesem Journal Bd. 81 8. 281 ff. von mir be- 
handelten Funetionen darstellbar sei, und forderte mich auf, dies weiter zu 
verfolgen; diese Aufforderung ist zu den nachstehenden Entwiekelungen 
die Veranlassung gewesen. 
Es sei, etwas allgemeiner, 
(4.) F,(t) „ b,04 b,.t+ b,.t + ++ by, I, 
und wenn m den Exponenten der höchsten in den Funetionen F,(f) vor- 
kommenden Potenz von t bezeichnet, m >n; für den Fall der Borchardtschen 
Function würde sein: 
(4) b,.=(z+1-2h)a,,, , und m=2n-2, 
wobei, wie immer, jedes a mit einem Index, der <0 oder >n, gleich 
Null zu setzen ist. Die Multiplicationsregel der Determinanten liefert 
Duo, Di... Ber’ | 


| a 
5) Z= Pi & b,.. ie + 2 tete... 
1: | EEE ya oo: ia) 
Pe er Kt 
wobei 
Br 5 Mi 


irgend eine nach der Grösse aufsteigend geordnete Combination von n 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... m bedeutet und die Summe sich auf alle 
verschiedenen derartigen Combinationen ohne Wiederholung bezieht. Der 
zweite Faetor in irgend einem Gliede der vorstehenden Summe ist als ganze 
Funetion der t leicht auszudrücken: Bildet man 


(6.) pit)=(t-t)(t— ..(t-- $) = = "— at" +, q ’—..+(—1)" C„, 
so wird, wie in diesem RR Bd. 81 8. 281 f. gezeigt ist: 
rer... 
It ztanee-tn) 
| era Man. at 


| ". = hr 1 
| (—1)" Pm4 Ion, CB, u (—1)" m+i—n En, 1- „tier 


wobei 
Piz Bay er + Putin 
diejenigen nach der Grösse aufsteigend geordneten ganzen Zahlen sind, 
welche mit &,, &, ... «,_, zusammen die Zahlenreihe 0, 1, 2, ... m einfach 
Journal für Mathematik Bd. LXXXIIL. Heft 3. 28 


(—1)”" Pin ln .L, 
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ausfüllen; wobei ferner 
s=1 und c_,=0,,=0 
ist für jede ganze positive Zahl A. Multiplieirt man noch die Zeilen der 
aus den c zusammengesetzten Determinante der Reihe nach mit 
A, DR... Dimsın 
und die Colonnen der Reihe nach mit 
(1), (N), a 1", 
so erhält man, weil 


(8.) +++ th th t 4 Patien vu -.), 


sowohl vor der Determinante als in jedem Gliede derselben das positive 
Vorzeichen. 

Determinanten aus den Combinationen der t, bei welchen der Ueber- 
gang von einer Colonne zur nächstfolgenden durch Vermehrung des Index 
jedes ce um eine bestimmte (nicht nothwendig für jede Colonne gleiche) 
Zahl, der Uebergang von einer Zeile zur nächsten durch Verminderung des 
Index um eine bestimmte Zahl vermittelt wird, kommen im Folgenden 
häufig vor, und es erscheint für diese Functionen, — die ich gelegentlich 
kurz c-Functionen nennen werde —, eine abkürzende Bezeichnung vortheil- 
haft; ich setze 


‚6, C;, C, 


(9 \ | e.-8, 1-8, C,=5, 0 


| C.- 0, C1-8, € „0, 


ı® . . . . . ® [ . 
i 


die Subtraetion von je zwei untereinanderstehenden Indices giebt also den 
Index des betreffenden Elements der Diagonale. Jede solche c-Function 
ist eine symmetrische Function der t, denn die ec sind es; sie ist auch eine 
homogene Function der t von der Dimension 
+ I)+HAa—d)+, 
wie man sich in bekannter Weise leicht überzeugt. 
Wenn ausserdem noch 


(10.) =+b Karl. un anni 


0,a, 
so erhält die zu untersuchende Function die definitive Gestalt 


(I.) u = ZB... n—P,; n—P, +1, .. m—P, 


| 0, R—B, ’ . Amin —P, 
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Dieselbe soll verglichen werden mit der Form 


T 


AM) Z= ZA,y.nılı Yı-/n—1? 
in welcher 

T run FF we 
eine Summe bedeutet, deren Glieder aus t”tX'...t/"-! durch die verschiedenen 
Permutationen der Exponenten y entstehen, und A der zugehörige Faetor 
sein soll, also eine ganze Function der a, resp. im allgemeineren Falle der b. 


Die Anzahl der Glieder in (1.) ist, da für die « alle verschiedenen 


Combinationen der Zahlen 0, 1, .... m zu je » zu nehmen sind, 
(m +1)m(m—1)...(m—n-+2) 
1.2.3... ’ 


ebenso gross ist die Anzahl der Glieder in (Il.); denn der höchste Ex- 
ponent, den in Z irgend ein t haben kann, ist m—n+1, und es werden 
daher so viele Glieder in (1I.) vorhanden sein, als man die Zahlen 
0, 1,... m—n+1 mit Wiederholung zur »!e2 Classe eombiniren kann. 

Jedes C sowohl, wie jedes T ist eine symmetrische und homogene 
Funetion der t. Für eine bestimmte Combination der « ist die Dimension 
der zugehörigen Funetion © 

(n—P)+ a — +1) +.-+(m—P,:ı-.) 
oder wegen (8.) 
n(n —1) 
——. 

In (I.) wird also der Theil von der Dimension « von allen Gliedern ge- 
bildet, für welche 


Gut, ++ 0,_,— 


tt, ar 
ist. In (II) giebt es soviel Glieder von der Dimension «, als man die 
Zahlen O0, 1, 2, ... m—n-+1 mit Wiederholung zur Summe « combiniren 
kann: beide Ausdrücke (I.) und (I.) enthalten demnach die gleiche Anzahl 
Glieder von der Dimension u *). 

Im besonderen Fall von Borchardts Function ist in allen vorauf- 
gehenden Formeln 22r—2 statt m zu setzen, und jedes C ist eine Deter- 
minante vom Grade n—1. 


a ——— 


*) Euler, Introductio cap. XVI $. 315. Einen einfachen Beweis dieser Behauptung 
kann man auch entnehmen aus Serret, cours d’algebre superieure t. I, no. 65 (in der 
Uebers,. v. Wertheim, Leipzig 1868, S. 118). 


28* 
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2. Die Functionen C. Um die Form (I.) von Z in (1I.) überzuführen, 
haben wir irgend eine c-Funetion in ein Aggregat von Gliedern der Form 


Yoyır-Yn—1" 1 FREE 
zu verwandeln, wo N ein reiner Zahlenfactor. Weil 


0 ch War, WOBEBHE 


| 0) 1? 2) 


Od, 
eine homogene Function der t ist, folgt 
Al) Nyon = lei ze e 5, Bar | ’ 
YoYı ini: |, oh ot... otin 0-0... 0 
wobei natürlich, falls irgend ein 7 Null, der Ausdruck 
y!=1.2.3...y 
gleich 1 zu setzen wäre. 

Die mehrfachen Differentiationen der Determinante C, die wir 
eolonnenweise vornehmen wollen, lassen sich in unserem Falle recht ein- 
fach ausführen; denn da jedes ce eine lineare Function von jedem einzelnen 
t ist, darf keine Colonne mehr als einmal nach demselben t differentiirt 
werden — anderenfalls würde ja das betreffende Glied des Differential- 
quotienten den Werth Null haben, weil alle Elemente einer Colonne ver- 
schwinden —: Man erhält demnach, wenn man z,-mal nach t, differentirt 
hat, eine Summe von Determinanten, in deren jeder 7, Colonnen einer ein- 
maligen Differentiation unterzogen sind; und zwar kommt jede Determinante, 
in welcher bestimmte 7, Colonnen differentürt sind, genau y,!-mal als 
Summand vor. Bezeiehnet man nun mit 

ec”) 
die Summe der Combinationen von 
ai Ku Ps 


ohne Wiederholung zur Akten Classe, so kann, weil 

) 

OC, ' ’ 

ee; > I — C,_ı und C,„ =. ( 

ot, 
ist, gefolgert werden: Wenn die 7,-fache Differentiation von C nach t, aus- 
geführt und t,=0 gesetzt ist, so besteht 

1 \onC| 


| Am 
Yo. | ol 0 


aus einer Summe von Determinanten 


C ! ! ! 
Le An, 4 


SZ 


1 2» 
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» die ganz ähnlich aus den ec’ gebaut sind wie C aus den e; in allen diesen 
| Determinanten sind die Zahlen 0, d,. d,, ... dieselben wie in C, dagegen 


sind je 7, von den Zahlen 4, 4, 4, ... um Eins kleiner als die ent- 
sprechenden Zahlen 4; jede so gebildete Zahlenreihe 4,, A, A. ..., welche 
nicht gleiche Zahlen in sich enthält, liefert ein Glied der in Rede stehenden 
Summe. 

Die, Fortsetzung dieses Verfahrens für die übrigen Variablen siebt 
uns schliesslich für N,,,,.,, , ein Aggregat von Determinanten, deren jede 
aus Elementen Eins und Null gebildet ist; und zwar steht eine Eins überall 
da, wo nach der letzten Differentiation e, (eigentlich c/”) sich ergab, an 
jeder anderen Stelle steht Null. Keine Colonne, keine Zeile kann mehr 
als eine Eins enthalten: daher muss jede derartige Determinante den Werth 
1. 0 oder —1 haben. 

Aber es gilt der Satz: 


| (12.) „C ist identisch Null, wenn irgend ein A kleiner als das zuee- 
hörige d; ferner nimmt jedes C, falls alle t verschwinden, den 


Werth Null an, wenn irgend ein 4 grösser als das betreffende Ö 


bI 


| dagegen den Werth Eins, wenn jedes 4 gleich d.“ (d,—0 ein- 


t | geschlossen.) 
| Denn es sei 4,<0d,: dann sind die Indices der Elemente, welche 


in den A+1 ersten Colonnen die (h--1)te und die folgenden Stellen ein- 
Ä nehmen, sämmtlich negativ; diese Elemente verschwinden und die Deter- 
minante ebenfalls. Ferner sei 4, > d,: dann sind die Indiees aller Elemente. 
welche in den kA+1 ersten Zeilen die (+1)! und die folgenden Stellen 
einnehmen, grösser als Null und diese Elemente verschwinden also, falls 
sämmtliche t Null werden: somit verschwindet auch die Determinante. Ist 
dagegen jedes 4, —0d,, 

slied und hat daher den Werth Eins. 
Hienach resultirt zur Bestimmung von N, ,,.,, 


so redueirt sich die Determinante auf das Anfangs- 


_, die Regel: 

(13.) „Unter den Zahlen A,, 4,, A, ... vermindere man auf alle mög- 
lichen Arten je 7, um eine Einheit und unterdrücke alle Resultate, 
die entweder gleiche Zahlen in sich enthalten oder bei denen irgend 
ein 4 kleiner ist als das betreffende d’; in jeder der übrig geblie- 
benen Zahlenreihen vermindere man wieder je 7, Zahlen um eine 
Einheit auf jede mögliche Art und lasse abermals jene unbrauch- 
baren Resultate fort; wenn man dieses Verfahren fortsetzt, bis alle 











Kostka, über Borchardts Function. 


y berücksichtigt sind, so ist die Anzahl der brauchbaren Schluss- 


. . r, T 174 
resultate gleich der Zahl N, 


Im Allgemeinen wird es vortheilhaft sein, die Operation mit dem 
grösseren y stets zuerst auszuführen. — 

Specialfälle der c-Funetionen sind die Combinationen der c, welche 
in der oben angeführten Abhandlung Cayleys betrachtet werden *); nament- 
lich erweisen sich drei dort angeführte Sätze **) als allgemeine Eigenschaften 


aller c-Functionen. Denkt man sich nämlich in jedem T,,,.,,_, die Indices 


nach der Grösse absteigend geordnet und stellt man in der Entwicklung von 


nach den Functionen T immer die T mit grösserem y,, unter denselben wieder 
diejenigen mit grösserem y, voran u. Ss. w., so hat man als einfache Zusätze 
zu (13.): 

(13°) Die Anzahl der „7 muss mindestens ebenso gross sein als die 
grösste unter den Differenzen A—Jd, und die Anzahl der von Null verschiedenen 
Differenzen A—d muss mindestens gleich 4, sein, wenn das betreffende 7 in der 


Entwicklung von C vorkommen soll. 

(13°.) Schreibt man in eine Zeile 4,-mal die Zahl 1, in eine zweite 
Zeile 4,—d,, in eine dritte 4,—0d, Einheiten u. s. w., und zwar, von der ersten 
1 beginnend, stets der Reihe nach 1 unter 1, soweit es angeht, und 
addirt man sodann colonnenweise, so geben die Summen der einzelnen Co- 
lonnen die Indices %,, Yı, »-- 7n-ı des Anfangsgliedes in der Entwicklung 
von (€ an. 

(13°) Der Zahlenfactor dieses Anfangsgliedes ist der Einheit gleich. 


Analog (13°.) könnte man die Aufsuchung von N, ,,,, , im allge- 
\ of /n—1 


meinen Falle auf Permutations- und Combinationsaufgaben zurückführen. — 

In dem Falle der Borchardtschen Function kommen in der Form (].) 
von Z nur solche C vor, bei welchen je zwei aufeinanderfolgende A sich 
um Eins unterscheiden. Hieraus folgt z. B., dass in der Reihe der Zahlen 


*) Für die wirkliche Entwicklung solcher Combinationen der c in Aggregate der 
T ist es indessen geschickter, sie nicht in Determinantenform zu schreiben, sondern 
direct die Reihe der Indices nach den Vorschriften von (13.) zu behandeln, ohne je- 
doch irgend ein Resultat als unbrauchbar fortzulassen: hiedurch kann man jede Zahl, 
die man aus Cayleys Tafeln zu entnehmen wünscht, auf sehr einfache Art prüfen. 


**) First Restrietion p. 490, Theorem und Second Restrietion -p. 491. 
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in Adi, m—d,, ... nie eine kleinere der grösseren voraufgehen kann; 


ferner dass nach der ersten (y,-fachen) Differentiation stets nur eine Deter- 
minante übrig bleibt. Ausserdem erwähne ich für diesen Fall noch die 
folgenden Zusätze zu (13.): 
(13%) „Es ist 
m ! 

0 ar, +2 ... AH, Ar ..107 Se T,.; it? 
"5 ’ ) , ) ( L)! 
zer... BR ir. 

falls ö die Zahl der von Null verschiedenen Indices 7 bedeutet. Der Zahlen- 
factor ist Eins, wenn A=]1 oder i= 4" 

Der Beweis kann durch Differentiation geführt werden: Wir sehen 
nämlich, dass jede der Zahlen A+1, 4-+2, ... 4+Ah-—1 nur um eine Einheit 
zu verringern ist und dass keine von ihnen früher um diese Einheit ver- 
mindert werden darf, ehe nicht dasselbe bei allen voraufgehenden veschehen 
ist; daher kommt es nur auf den Werth des ersten Index an und, indem 
wir auch nur diesen hinschreiben, erhalten wir nach #-facher Differentiation 
den Ausdruck: 


CP, +@-1.09,,.4+ EYE 


+, 
und nach ö-facher Differentiation verschwinden hierin nach (12.) alle Glieder, 
bei denen dieser erste Index nicht Null ist, und das eine €, in welchem er 
G—1)! 
RING 
Dasselbe könnte man durch eine zu (13’.) analoge Betrachtung finden. 


b 


Null ist, wird Eins: Somit hat in der That T,, .,..,,_, Jenen Factor 


Schreibt man nämlich in irgend welcher Reihenfolge in die erste Zeile A 
Einheiten und i—4 Nullen, in jede der folgenden je eine 1 und ö—1 
Nullen, so wird 'zu untersuchen sein, auf wievielfache Art diese Zahlen 
so angeordnet werden können, dass die Summen der einzelnen Colonnen 
der Reihe nach die Zahlen Yo» Yıs *** 7-1 ergeben. Dabei ist indessen 
(damit nicht einige C mit gleichen Colonnen berücksichtigt werden) die 
folgende Beschränkung zu beachten: T'heilt man durch einen vertikalen Strich 
eine beliebige, für jede Zeile gleiche Anzahl von Stellen ab, so darf in 
keiner Zeile links von diesem Strich eine geringere Anzahl von Einheiten 
sich befinden als in irgend einer der folgenden Zeilen. Demnach muss die 
erste Zeile mit 1 beginnen, die übrigen ö—1 Zahlen können beliebig 
permutirt werden; für die folgenden Zeilen ist aber die Anordnung eindeutig 
durch die der ersten Zeile bedingt; denn zunächst müssen alle folgen, die 
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mit 1, 0, 0, ... beginnen, dann alle, die mit 0, 1, 0, ..., dann diejenigen, 
die mit 0, 0, 1, ... anfangen, u.s. w. Die gesuchte Zahl N ist daher der 


Anzahl jener Permutationen gleich, d. h. = er) ANe 
A—A)!G— A)! 
(13°) „Unter der Voraussetzung, dass jedes von Null verschiedene 
y grösser als eins ist, hat die Function T,,,,.,,_, in der Entwieklung von 
Ch aı1, 12, 
0, Ad, A1, 
zum Üoefficienten die Zahl 
AG-MIA-8) 
GANG 0) 
Unter der Voraussetzung, dass jedes von Null verschiedene y grösser als 
zwei ist, hat die Function T 


Yo Yi—1 
ir, 
ar ee ar 
0, A—8, A-a, A+2, 


zum Coefficienten die Zahl 
GANG) A—I)A— (de) REN 
ONEMOHNGE-SeHNa—J PM 
(13°) „Die Berechnung aller Zahlenfactoren in der Entwieklung 
von e-Funectionen der vorgenannten Form lässt sich auf jene einfachsten 
Fälle zurückführen.“ 


in der Entwicklung von 


Die Beweise könnten wohl auch durch Differentiation geführt werden: 
schneller indessen führt folgende Ueberlegung zum Ziel: Es ist 


Ca, a4, a+2, 


= 6 Ca11, 542, .. 80arı, a+2, 
ET 7 Kae Be F 
Nun sei für irgend eine Funetion T, welche nach den früheren Regeln 
in C vorkommen kann, i die Anzahl der von Null verschiedenen Indices, 
i, die Zahl derjenigen unter ihnen, die grösser als Eins sind. Denken wir uns 


i 


+1, ö+2, 
0, dd, 
vollständig in Glieder von der Form N.trotf‘...t/»-ı aufgelöst (also nicht die 
Functionen T zusammengefasst), so hat jedes dieser Glieder einen Zahlen- 
factor, der nach (13%) allein von der Anzahl der von Null verschiedenen 
Exponenten abhängt. Um zu erfahren, welche Summanden aus dieser Reihe 


C, 
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en, F in dem Produet 
ir ls, 912, 
| 0, 841, 


zu einem bestimmten Gliede N.t/tf ...tYu-1t/%,...t‘-ı beitragen, ziehen wir 


re von der Zahlenreihe %, Yız »-- Yı-ıs is +++ 7-1 (absteigend geordnet) eine 
andere ab, welche A Einheiten und ö—4 Nullen in irgend einer Reihenfolge 
enthält; jede zeue Reihenfolge führt auf einen »euen Summanden von (C, 
welcher in jenem Produete zu dem in Rede stehenden Gliede beiträgt, und 
haben wir alle verschiedenen Reihenfolgen berücksichtigt, so kennen wir 
auch alle Glieder, die einen Beitrag liefern können. Sind nun z. B. A—h 
Einheiten von den ersten &, Zahlen abgezogen, so bleiben also h Einheiten 

als von den ?—i, übrigen abzuziehen, und die nach der Subtraetion entstandene 
Zahlenreihe enthält ©— Ah nieht verschwindende Indiees. Bezeichnen wir mit 
p, den Binomialcoeffieienten Pier et) und setzen fest, dass p, =] 
sein soll, auch wenn p = 0 ist, und dass p, = 0 für ein negatives h, so folgt 
wegen der Symmetrie der hier betrachteten Funetionen aus den vorauf- 
gehenden Bemerkungen: In der Entwicklung von 

Ca a, ar2, 
ıng 0, A—ö, A-H1, 
ten ist der Zahlenfactor 
2 Bi, (ü);_, G-l-—h),;' 

en: N entehier Fr (ds) G-l-h) | 
Entsprechende Betrachtungen führen auch zu allgemeinen Ausdrücken für 

| irgend einen Zahlenfactor N in der Entwicklung von 

" Ca al, A428, 243, 5... 

eln | 0, 2-8, 1, 248, 

DER, doch resultiren hier noch weit eomplieirtere Formeln: jedenfalls indessen 

um» lässt sich auf diesem Wege der Fall, dass z. B. % Elemente der Diagonal- 
reihe von C einen Index haben, der grösser als eins, vollständig erledigen, 
sobald die voraufgehenden — wo die Anzahl solcher Elemente A —1,h —2,...2, 1 

die beträgt — absolvirt sind. 

len- Tritt in der letzten Gleichung die Annahme hinzu, dass i, =i, so wird 

nen 5 N | G-Dil  dG-NIa-—) 

ihe WE A Eu FR G-1),, NEN) 
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Ferner wird in der Entwicklung von 


En, ar, 242, 248, 
EFT TT 
der Zahlenfactor einer solchen Function T, deren Indices sämmtlich grösser 
als zwei sind, gleich 


a an G@-Din| | G+lıHn a G-Dan | 
id Den (64 Den den G-Daunl 


1 -ı » 
u ae de EHEN! aa we BYE 
AHNIE-ANEHNIE- LEHNEN | | 
1 -e: 8 
_ __ GHFDME-NIA-IA—E)(d—e) 
— BHNGE-NHÖHNE-HLEH)GE—H! 
Analoges folgt für die complieirteren Fälle. 

Da somit der Versuch, den Zahlenfactor N wirklich als Funetion 
der Indices y auszudrücken, nur in wenigen Fällen zu Formeln führt, welche 
zur Berechnung geeignet sind, so wird als allgemeine, alle Fälle umfassende 
Regel (13.) festzuhalten sein: Die dort vorgeschriebenen Operationen sind 
auch in praxi weit einfacher auszuführen, als es auf den ersten Anblick 
scheinen könnte, und jedenfalls führen sie bedeutend schneller zum Ziel 
als die Entwicklung der Determinanten € auf gewöhnlichem Wege, wenig- 
stens sobald man nicht die Cayleyschen Tafeln benutzen will oder kann. 

Die hier angestellten Betrachtungen bilden die Ergänzung zu der 
Bd. 81. S. 284 angegebenen Regel, welche umgekehrt jedes T durch e- 
Functionen ausdrücken lehrt. — 

Wenn wir die Form (I.) von Z in die Form (Il.) vollständig umformen 


" s \ ’ Zu m-+-1)m...(m—n-+2 

wollen, müssen wir die vorhin dargelegte Rechnung für ern a +2) 

” low... N 

Funetionen C durchführen; eine bedeutende Vereinfachung erhalten wir aber 
durch den Satz: 








(14) „Wenn 


=N T 


FE ONE rt ya 











ist. und man setzt 
n—k, ,+0d,_1= hı) fürh=1, 2, ...v 


do, —0d,_,=0,_,\ (wie immer d,=0 = d)). 
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so ist: 


„= 34 ,'.% 
1) 2? “se v—1 
ir... ig 


,? 2 


Cu, % 


die Zahlencoeffieienten N sind in beiden Gleichungen dieselben.“ 
Der Beweis ist leicht: Setzen wir für den Augenblick die Summe 
ch 1 1 1 2. ’ 
der Combinationen von ee ohne Wiederholung zur Aten ÜUlasse 


1 2 n 


i ‘ i u ae Ea 
gleich c,, nennen & die Function, welehe dureh Substitution von 4 für 
ty ee I für t, aus C, und T diejenige, welche durch die gleiche Sub- 

ni 
stitution aus 7 entsteht, so ist 


a RT 
ac a ZN irn 


1) 


A 
Nun ist aber 

{FREE A ut IRRE 
ziehen wir also aus allen Zeilen von & den Factor (t,t,...t,)-' heraus, 
und schreiben die Determinante so um, dass die erste Zeile und die erste 
Colonne zur letzten, die zweite zur vorletzten u. s. w. wird, so folgt: 


un. _1t3,_ Un-i,_2+6, 1 ee Cn—1,+Ö, 1 


l 
N) 
! 
| 
|n-1,_1+8,_. Cn-i,_r+d,_: A On-i+d,_ 
. . u . . . . . 2 . . . . . “| -— y T cr \? 
| &n-1,_1+8, in-1,_,+6, 0. _.r6, 
| 
| ni, Ca-i, ei ..o ei, 


Hieraus ist die obige Behauptung ersichtlich. 

Speciell für den Fall der Borchardtschen Function ergiebt sich 
daraus: Die Entwickelung der C in Ausdrücke von der Form ENT giebt 
für die 

te, gie, Qu... (MD _) 
und resp. die 


n(n—1)'*, (n(n—1)—1)te, (n(n—1)—2)te, ... (2 1)" 


Dimension ganz entsprechende Resultate: Wenn nämlich der Factor von 
B,,a,.a,_, den Werth hat 


=ZN.T 


YoYı/n—1) 
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so hat derjenige von Ba-2-a,_1n-2-0,_2.2n 2, den Werth 


ZN.T,_._, 


— n— 1? —1— Yu IR -1-y,) 


wo die Zahlencoefficienten N in beiden Fällen dieselben sind. Bei den Aus- 


z n(n—1)ten _. i . 
drücken von der n Dimension können auch einzelne C aus anderen 


durch die eben besprochene Substitution hergeleitet werden, die meisten 
aber nicht, weil sie dadurch nur in sich selbst transformirt werden. — 
Cayleys Tafeln, die bis zur zehnten Dimension berechnet sind, würden 
demnach zur Entwickelung der Borchardtschen Function ausreichen, so lange 
fit) den fünften Grad nicht übersteigt. 

3. Berechnung der B. Schlussformel. Für die Entwickelung von 
Borchardts Function wird noch die Auswerthung der B erfordert. Es ist also 


(4) m=2n-2 und b,„=(z+1-2h)a,.,-.: 
daher 
\ ale] 


(15.): (&, +1)a,.H1 (&, -1)a,, ... (&, r 1-2h) Og -+1-1 ... (&, 2n t 3) d.-n +2 | 


| | (&,_1T 1 ) Ia,_7+ 1-1 = l)a,,_, .. (dt 1-2h) Oo, _tti-h u. (&,.,-2n r 3) O.„_1-n+2 


Jedes B ist eine ganze Function der Coefficienten von f(t), und falls man 
dieselbe in ein Aggregat von Gliedern der Form 
(16.) M.aihaf...a* 
entwickelt, wo M ein Zahlenfactor, so ist: 
utrAatr +. =n 
(16°) und 


nn —1 
re ee 


2 
Auch lässt sich leicht darthun, dass z, nie Null ist, d. h. dass jedes B den 
Factor a, enthält. Man hat nämlich 
(«&+1)a,.1.m+(@a—1)a,. + +(@a+1-2h)a,._,a,+- 

++(a+1—2n)a,.ı.-.=0 für @=0, 1,2, ... 2n—2: 
denn es ist 
(17°) (a+1—2h)a,..,..0,+(@ +1—-2A)a,..._..a.=0 falls W=a+l1—h 
und für jedes Glied auf der linken Seite‘ von (17.), das nicht schon von 
selbst verschwindet wegen a_,=0, a,,,=0, findet sich daher ein ihm ent- 
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dd dd € 


segengesetzt gleiches. Multiplieirt man demnach in der Determinante (15.) 
z. B. die letzte Colonne mit a,_, und addirt die resp. mit a,_., 4,3, ».- 
multiplieirten voraufgehenden Colonnen dazu, so erhält in der so transfor- 


mirten Determinante vom Werth a, ,.B irgend ein Element der letzten Co- 
>R . y Ar . . (d, ..B B 
lonne die Form (2r — eo —])a,.,_„.a,: also ist und daher auch 
i ( n ( rn 
N | B 
nr eine ganze Function der a — Die ganze Function „_ Ist ein Aggregat 
n 
»n von Gliedern aus je »—1 Factoren a, deren Indices eine Summe zenau 
re eleich der Dimension der zugehörigen e-Funetion ergeben. 

Kommt es darauf an, sämmtliche B in der Funetion Z in entwickelter 
ın | Form durch die a darzustellen, so wird diese Rechnung wesentlich gekürzt 
so | durch den Satz: 

(18.) „Wenn man bei Borchardts Function in dem Ausdruck 

1 
jedes a, durch a,_, ersetzt, so erhält man den Werth von 
| 1 
I» A, -B..-2-., _ 1, n—2- On: ?2n—? a,* 
| Um denselben zu beweisen, sej 
‚2 N = 
a WE — ıy(a,. d,. ... ad„); 
n 
dann ist, indem man gleichzeitig die Determinante »te2 in eine (»-+-1)!en Grades 
verwandelt: 
ey \ 
ısıa,. d,„_ı» ... d,,) 
(&, +1)@,.-ı (a +1-2h)a, or ++ (Cu +3-2n)Gyn-2-., (Cu +1-2n)an-ı-o, | 
| 1. . . » . * * * * . . 2 * * . . * * . . * - » * [2 | 
a, (a, 1+1)a,_., 1. (@n1+1-2h)a,_.,_ 41-11 3-2n)Onn-2-u, ‚(&n-ırl-2n)a-1-a,_.| 
I 
n u ei 0 a Ü 1 | 
Multiplicirt man nun die Colonnen der Reihe nach mit a,, a,_,, .-. @, und 
addirt zur ersten alle folgenden, so wird: 
’ = 5 (a,. dA, —1) ..» A,,) 
o (& -Da,_., --.(& +3-2n)au.-., (% +1-2n)a.-ı-., | 
h k er l D . . D ” * . 2 . . . * . . . . u . . “ . . u 
1 4: | 111), a... (nt 3— 20) ann. 2-,_ (1 +1—2n)a,,-ı ? 


Uni \ 


v 1 
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wobei 


= (a+l)a,_,-..a,+(@—1)a,_,.a,_+'+(@+1--2%) Gn_a41 nt 
+ (a+1—2n)a,_,_.@. 

Ebenso aber wie bei (17.) findet auch in diesem Ausdruck für o jedes Glied, 
das nicht an sich Null ist, ein ihm entgegengesetzt gleiches, und die Deter- 
minante redueirt sich auf das Produet von (—1)”a, in eine Determinante vom 
„ten Grade; kehrt man letztere um, so dass die letzte Zeile und Colonne 
zur ersten, die vorletzte zur zweiten u. s. w. wird, und multiplicirt man end- 
lich jede Colonne mit —1, so erkennt man, dass in der That 


" 1 
5 (a,.,4,_1, ... d,,) Z A Bu-2-.,_ > In—2— a 
n 


wie behauptet wurde *). 
Somit kennen wir (vergl. $ 2) die ganze Entwicklung unserer Funetion 


Z in der Form (Il), sobald wir sie für die Theile von den niedrigsten Di- 
mensionen bis einschliesslich der — oder für die von den höchsten 


i N n(n—1)ten ” MN = B 
Dimensionen, von der an aufwärts, gefunden haben. Die Grössen —. 


n 


; a ' 5 f i —1) . 
bei welchen die Summe der Indices in jedem Gliede gerade gleich = a 3 ist. 


sehen, wenn jedes a, durch a,_, ersetzt wird, gegenseitig in einander über. 
Mehrere B sind leicht in einfacherer Form anzugeben; ich erwähne 
namentlich 


(19.) Sr _1n+h—I,n+h,..ın— ae: — (n—h)!a, > a rn , 


Anl! 
woraus eine ähnliche Baias für solche B folgt, bei denen die Reihe der 
Indices mit 0, 1, 2, ... beginnt, z. B. 


Bs12.2_ 2041 = (n—1)! —2) )an Ad;4 uU. Ss. W. 


Für die allgemeine Entwicklung von B lässt sich. eine Controle durch ähn- 
liche Betrachtungen angeben, wie sie in d. J. Bd. 81, 8. 284 f. ($ 3 d. Abhdlg.) 


”) Diem Eigenschaft von B könnte auch aus der andern Form der Borchardischen 
Function geschlossen werden: 
FRE 1 
Fi — (1, — 2). .(1a—2,) 
(wo für z,, &;, ... x, die verschiedenen Permutationen der Wurzeln von f(t) = 0 zu 
setzen sind): man untersuche, was aus G wird, wenn jedes t und jedes z durch seinen 


reciproken Werth ersetzt wird, und nehme hinzu den am Schluss des $ 2 erwiesenen 
Satz (14.). 
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angestellt sind. Durch die Zahlen 0, 1, ... n—1 werden die Colonnen, 
durch „+1, &,+1,... @,_,+1 die Zeilen von B charakterisirt; durch Addition 
der Indices der a (in einer bestimmten Combination, die ein Glied der Deter- 
minante sein soll) müssen letztere aus ersteren entstehen. Seien nun &,, &, ... &,. 
aufsteigend geordnet, die Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... »—1, welche nicht 
als Zeilenindices vorkommen, 7, 7, ... 7, 
die Zeilenindices, welche nicht in der Reihe 0, 1, ... z—1 enthalten sind: 


(natürlich von gleicher Anzahl) 


dann müssen die n aus den & durch Addition der von Null verschiedenen 
Indices der a entstehen. So oft dies bei bestimmten Indices der a geschehen 
kann, so oft kommt die betreffende Combination als Glied der Determinante 


vor; jede verschiedene Reihenfolge der Summanden einer Gruppe — (die 
h”" Gruppe hat zur Summe n7,—e,) — giebt eine neue Erzeugungsart, aber 


jede Gruppe ist abzuschliessen, sobald eine Zahl oberhalb 2—1 durch Addition 
erreicht ist. Wenn nun auf eine dieser Arten aus der Reihe 

m TR 
die neue | | 


"„ ZZ (n) 


asE A SEE | 

hergeleitet ist, so enthalten die y alle Zeilenindices und jedes y ist aus der 
darüber stehenden Zahl durch Addition des Index irgend eines a entstanden. 
d. h. dieses a ist aus der Zeile entnommen, welche durch das betreffende y, 
und aus der Colonne, welche durch die darüber stehende Zahl repräsentirt 
wird. Bezeichnet man nun mit oe die Anzahl der Inversionen der n, die 
doch in irgend einer Reihenfolge unter den 7 vorkommen, und mit q die 
Anzahl der von Null verschiedenen Indices der a, so folgt genau wie a.a.. 
und mit Beachtung des Baues der Determinante 5, dass das betreffende 
Glied den Factor hat 


7, aaa tert 2)" 4)... YO —2n +2). 
Indem man dann alle möglichen Arten berücksichtigt, wie bei denselben 
Indices die Reihe der 7 aus derjenigen der e, resp. die Reihe der y aus 
0, 1,... »—1 entstehen kann, ergiebt sich der Zahlenfactor der betreffenden 
Combination der a in der Entwicklung der in Rede stehenden Determinante. 

Zum Schluss gebe ich die Entwicklung von Z in der Form (II.) für 
die Glieder der fünf niedrigsten (also auch für die der fünf höchsten) Di- 
mensionen *): 


*) In den Formeln des Herrn Faä de Bruno (dieses Journal Bd. 81 8.218) ist ein 
Druckfehler: für n—=2 muss im Zähler von © das letzte Glied 2ac lauten. 


Kostka, über Borchardts Function. 


= na +(n— 1) (n—-Vas”a,.T,+(n—1)(n—2)a) a..T, 


(n-1)(n-2 
+(n—2) 12a" aya, + - - er ) 


(1, 
-a,a,(T,, 


+(n—1)!(n—3) ai a,. T;+ (n—2)! a)" 3a,a;-+ (n—2)'a,a:|T,, 
(n-A)(n-2)(n-3) ;) 
BE JE Be 


) -2)(n-3 
+(a-1)! (a4), a,.T,+(n—2) 1202,04 


+(n—3)!3!1a)) y —4,0,+(n—2)a,a,a;+ B 


a,a,\T,, 


+(n—2)! 2a)" )2a,a,+a,a;+ - 


(n-2)(n-3) a 
5 (T;: 


+(n—3)!: 2a da,a,+(3n—8)a,a,a,+(n—2)a,+(n—2) 
Fe | | 


(n-2)(n- 3). m 
2 xT} 1,1 


(n-2)(n-3 N (n- 1)(n-2)(n-3)(n-4) 4) 
i am dr u ng ey Tin: 


+(n— 44!" aia,— (n—3)a,a,4;-+ 
+ etc. 
wobei, wie oben, dem Zeichen für ©=0 der Werth Eins beizulegen ist. 

Die Untersuchung hat nieht zu dem allgemeinen Bildungsgesetz der 
Form (Il.) von Z geführt, sondern hat nur Regeln geliefert, welehe für jeden 
gegebenen Fall die Rechnung übersichtlich gestalten lassen, und welche 
namentlich es möglich machen, den Factor einer bestimmten Funetion T 
im Werthe von Z ohne Kenntniss der übrigen Glieder zu ermitteln. 

In der That aber erscheint die Form (l.), in welcher das Bildungsgesetz 
klar zu Tage tritt, für Betrachtungen von allgemeiner Natur geeigneter: 
die in ihr auftretenden Funetionen € sind für weitere Rechnungen mindestens 
ebenso brauchbar als die Funectionen T. Insbesondere gestaltet sich die 
Multipliecation zweier e-Funetionen weit einfacher als die zweier T; denn 
es Ist 


Ü ‚CE 
TUE RE TER Ur 


ee u 

falls man setzt: 

Ian tl+d, tm wm) fü Ah=0,1, 2, 

Oo entltd,n tw) (,=0): 
in der rechts stehenden Determinante verschwinden nämlich die p letzten 
Elemente der m ersten Zeilen. 

Will man allerdings Borchardts Function 9 nach fallenden Potenzen 

der t entwickeln und einen bestimmten Üoefficienten der Entwicklung 
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angeben, dann wird die Umformung von (l.) in (Il.) nothwendig sein. Zur 
Ausführung einer solchen Entwicklung wird mit Vortheil die Gleichung 
1% (—N’n—l,n,..n+h—2) 
re alt Ä 
welche aus Bd. 81 dieses Journals S. 281 ff. sich ergiebt, zu verwerthen sein. 
Doch muss ich darauf verzichten, dies hier weiter zu verfolgen. 


Insterburg, den 9. October 1876. 


EN 
En 


Journal für Mathematik Bd. LXXXII Heft 3. 


Ueber das Pfaffsche Problem. 


(Von Herrn Frobenius in Zürich.) 





Einleitun®. 


Das Pfaffsche Problem ist nach den Vorarbeiten Jacobis (dieses Journal 
Bd. 2, 8. 347; Bd. 17, 8.128; Bd. 29, S. 236) hauptsächlich von Herm 
Natani (dieses Journal Bd. 58, S. 301) und von Clebsch (dieses Journal Bd. 60, 
S. 193, Bd. 61, 8. 146) zum Gegenstand eingehender Untersuchungen ge- 
macht worden. In seiner ersten Arbeit führt Clebsch die Lösung der Aufgabe 
auf die Integration mehrerer Systeme homogener linearer partieller Differen- 
tialgleichungen zurück mittelst einer indireeten Methode, von der er später 
Bd. 61, S. 146) selbst sagt, dass sie nicht vollständig geeignet sei, die Natur 
der betreffenden Gleichungen ins rechte Licht zu setzen. Desshalb hat er 
in der zweiten Arbeit die Aufgabe auf einem andern direeten Wege ange- 
eriffen, aber nur solche Differentialgleichungen 


g 

A,de, +X,dae, +.» +X, de, = () 
behandelt, für welche die Determinante der Grössen 
oX, OX5 


0% OLa 


da aß 


von Null verschieden ist. 

Es scheint mir wünschenswerth, dass auch der allgemeinere Fall, iı 
welchem diese Determinante nebst einer Anzahl ihrer partialen Determinanten 
verschwindet, durch eine ähnliche direete Methode erledigt werde, um so 
mehr, als ich für diesen Fall aus den eitirten Arbeiten nicht die Ueberzeu- 
sung gewinnen kann, dass die für die Integration der Pfaffschen Differen- 
tialgleichung entwickelten Methoden wirklich zum Ziele führen müssen. 
(Vergl. $ 22, Anm. I, $23, Anm. I.). Unter der erwähnten Annahme kommt 
man gleich beim ersten Schritte zur Lösung des Problems nicht auf eine 
einzige, sondern auf ein System mehrerer homogener linearer partieller 
Differentialgleichungen. Ein solches muss aber gewissen Integrabilitätsbe- 
dingungen genügen, wenn es ein von einer Constanten verschiedenes Integral 
haben soll (Vgl. z. B. Clebsch, dieses Journal Bd. 65, S. 257). Clebsch sagt 
(Bd. 60, 8. 196), in der Natanischen Arbeit sei nicht gezeigt worden, wie 
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man von den auftretenden simultanen Systemen ein Integral finden könne, 
ein Vorwurf, den er später (Bd. 61, S. 146, Anm.) wieder zuriüeknimmt. 
Ich vermisse aber bei beiden Autoren, falls die Determinante a,; verschwindet, 
einen strengen Beweis für die Verträglichkeit der zu integrirenden partiellen 
Differentialgleichungen. 

Clebsch unterscheidet bei dem Pfaffschen Problem zwei Fälle, welche 
er den determinirten und den indeterminirten nennt. Die Bedingungen für 
das Eintreten des ersteren sind von Jacobi (Bd. 29, S. 242) und von Herrn 
Natani (Bd. 58, S. 316) entwickelt worden. Die Kriterien aber, mit Hülfe 
deren man jene beiden Fälle von einander unterscheiden kann, hat Olebsch 
nicht richtig erkannt. Er scheint den Unterschied in Folgendem gesucht zu 
haben: Wenn in dem System a,, der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten gleich 2m ist (Bd. 60, S. 208), so tritt der determinirte 
Fall ein; wenn dieser Grad aber 2m +1 ist (l. e. S. 218), der indeterminirte. 
Ich werde aber zeigen, dass in einer Determinante, in welcher alle partialen 
Determinanten (2m +2)ten Grades Null sind, auch diejenigen (2m +1)ter Grades 
sämmtlich verschwinden müssen. Wäre also die von Clebsch angegebene 
Unterscheidung richtig, so würde der indeterminirte Fall überhaupt nicht 
eintreten können. 

Die linke Seite einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
wird von Clebsch zum Zwecke der Integration auf eine kanonische Form 
zurückgeführt, die sich durch grosse formale Einfachheit auszeichnet. Indem 
ich aber darauf ausging, die Berechtigung der aufgestellten kanonischen 
Formen aus inneren Gründen herzuleiten (Vgl. Kronecker, Berl. Monatsbe- 
richte 1874, Januar, über Schaaren von quadratischen Formen, S. 16), kam 
ich auf eine neue Weise, das Pfaffsche Problem zu formuliren, die ich zu- 
nächst auseinandersetzen will. 


S.1. 
Neue Formulirung des Pfaffschen Problems. 
In dem linearen Differentialausdruck erster Ordnung 
(1) ade, +--+a,de, = Fadx 
seien a,, ... a, gegebene (analytische) Functionen der unabhängigen Variablen 
Eis». %. Da hier die Untersuchung in soleher Allgemeinheit geführt 
werden soll, dass kein specieller Fall von ihr ausgeschlossen bleibt, so 
können z.B. a,, ... a,,., Null sein, und &,, ... &.ıin@,, ... a, nicht vor- 
30 * 
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kommen, so dass der betrachtete Ausdruck in Wirklichkeit nur k Variable 
enthält. 
Wir transformiren den Differentialausdruck (1.) durch Gleichungen 


2) z,=9,(l...c), (e=1,...n) 


welche die Veränderlichkeit von z,, ... x, nicht beschränken, in denen also 
Pi, ».. 9, n unabhängige (analytische) Functionen von &,, ... x, sind. Dann 


sind auch umgekehrt 
mi © = un) 
»n unabhängige Funetionen von z,, ... z,. Setzt man 


OL. 


L.p = Ox5 
t 


so 1st 


(3) d.=Z&z,,dı,;, und (3*.), d.=&z,.de,, 
r p 


ap 


und dureh die Substitutionen (2.) und (3.) geht der Differentialausdruck (1.) 
in einen andern von der Form 


(1) ada+t'-+a,dr, = Zade 


über, in welchem «a, ... a, Funetionen der neuen Variablen x. ... x, sind, 


während sich durch die inversen Substitutionen (2*.) und (3*.) der Differen- 
tialausdruck (1*.) in (1.) verwandelt. 

Zwei lineare Differentialausdrücke erster Ordnung, welche auf diese 
Weise in einander transformirt werden können, sollen äquwivalent genannt 
werden. 

Es könnte allgemeiner scheinen, zwei Differentialausdrücke (1.) und 
(1”.), in denen die Anzahl der Grössen x derjenigen der Grössen x’ nicht 
nothwendig gleich zu sein braucht, äquivalent zu nennen, wenn es möglich 
ist, zwischen den unter sich unabhängigen Variablen x und den unter sich 
ebenfalls unabhängigen Variablen x’ solche Relationen aufzustellen, dass 
identisch 

(4) Zadıe = Zadr 
wird. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass zwei nach dieser Definition 
äquivalente Differentialausdrücke auch stets durch Substitutionen von der 
Form (2.) und (3.) in einander übergeführt werden können. Denn ist etw: 
die Anzahl % der Variablen & kleiner als die Anzahl » der Variablen «, 
so füge man zu den ersteren noch 2— 4 neue unabhängige Variable hinzu, 
die in dem Differentialausdruck (1.) nicht vorkommen. Die Relationen 
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zwischen den Veränderlichen z und z’ sollen die Veränderlichkeit der 


Grössen z (und ebenso die der Grössen z’) nieht beschränken. Es darf 
sieh also aus ihnen keine von den Grössen x’ (oder x) freie Gleichung 
allein zwischen den Variablen z (oder x’) herleiten lassen. Wenn dureh 
diese Relationen, unter denen p unabhängige seien, die Gleichung (4.) eine 
identische wird. so bleibt sie es auch, wenn man zu ihnen noch 
n—p andere (etwa lineare) hinzufügt. Diese kann man stets so wählen 
(am einfachsten in der Form z,= r;), dass sie zusammen mit den p ge- 
sebenen Relationen die Veränderlichkeit der z» Grössen x (oder x’) nicht 
beschränken. Löst man die so gebildeten » Gleichungen nach einem der 
beiden Variablensysteme auf, so nehmen die "Transformationsgleichungen 
die Gestalt (2.) oder (2*.) an. 

Umgekehrt wollen wir uns nun, wenn (1.) und (1*.) zwei gegebene 
Differentialausdrücke bedeuten, die Aufgabe stellen, zu entscheiden. ob sie 
äquivalent sind oder nicht, und falls sie es sind, die weitere Aufgabe, alle 
Substitutionen zu finden, durch welche der eine in den anderen übergeht. 


&. 2. 
Die bilineare Covariante. 

Wenn die Differentialausdrücke (1.) und (1*,) äquivalent sind, und 
durch die Substitutionen (2.) oder (2*,) in einander übergehen, so muss die 
Gleichung (4.) richtig bleiben, wenn man unter z,, ... x, irgend welche 
Funetionen einer oder mehrerer unabhängigen Variablen x, e, ... und unter 


Tı, ... x, die durch die Gleichungen (2*.) bestimmten Funetionen derselben 


n 


Variablen versteht. 
Es muss also 


rn N r ! 
or ‚ox .„ 02 +88 
Zu ua a. DBei—— mid 
ou ou od ol 
sein und daher auch 
Oo or 2 or Oo un ‚ or’ \ C = or \ 
— (Zu )- (Za ) u ey )- - (Za' 
od ou ou oo oVÜ ou ou 00 / 
oder ausgerechnet 
%' © (Ay CO a3 ) OL 73 ERTTE y' f © a ! oO a 3 y c X : Or; 
u |; — - = Bl > 
a, N OH OL. cu ©v 2,9 N 0X OL. ou © 


Setzt man 


OLa« 
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so können %,, %,, ... als ganz willkürliche, von den übrigen vorkommenden 
Grössen völlig unabhängige Variable betrachtet werden, wie man am ein- 
fachsten einsieht, indem man für x, die lineare Function «,@-+®,0-+ --- mit 
willkürlichen Constanten a,, e,, ... setzt. Zufolge der Gleichungen (3.) 
und (3*.) sind sie mit %,, ©,, ... durch die Gleichungen 


5) = FI2,HU, = Sr; 


r f 


(5*.) 


verbunden. Setzt man ferner zur Abkürzung 
(6.) BI bein , Gg> ee 
0%; OL, 
so zeigen die entwickelten Formeln, dass durch die Substitutionen (5.) oder 
(5*.) nicht nur 
1) Zu = 3E%E., 
sondern gleichzeitig auch 
(8.) Za,3U,0: = Z0U,3U,05 
wird. Diese Gleichungen werden vermöge der Substitutionen (5.) oder (5*.) 
zu identischen, wenn die Variablen &,. ... z, und &,. ... x, und ihre 


Functionen @,, @,, 4,3, Ay; Cup, X, Sämmtlich durch «, e, ... ausgedrückt 
werden, also auch, wenn für «, ©, ... wieder Funetionen von irgend welchen 
anderen Variablen gesetzt werden. Nimmt man nun die Anzahl der unab- 
hängigen Variablen u, e, ... gleich » und für &,,... x, unabhängige 
Funetionen derselben, so können auch umgekehrt a, e, ... wieder als Func- 
tionen von &,, ... x, dargestellt werden. Die Grössen a,, @,;, z,, werden 
dann wieder die gegebenen Functionen von z,, ... z,; die Grössen a,, 
A,55 %ug aber müssen mittelst der Gleichungen (2*.) als Functionen von 
2, -.. z, dargestellt werden, damit die Gleichungen (7.) und (8.) vermöge 
der Substitutionen (5.) oder (5*.) zu identischen werden. 

Damit die Differentialausdrücke (4.) äquivalent seien, ist demnach 
die algebraische Aequivalenz der Formen (7.) und (8.) eine nothwendige 
Bedingung. Es wird sich aber zeigen, dass sie auch die hinreichende Be- 
dingung ist. 

Die Grössen ,. ... a, und ®,. ... ®, bedeuten offenbar die Verhält- 
nisse der nach zwei verschiedenen Richtungen genommenen Differentiale 
der Variablen z,..... z,. Da also. wenn d und d Differentiale nach ver- 
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schiedenen Richtungen bezeichnen, 


ZSa,,de,I2, = Za,,dı, dr; 
ist, so soll der bilineare Differentialausdruck 

(9)  I(ZFade)— d(Zadr) = F(dadr—dadr) = Fa,,dr,dr; 
die bilineare Covariante des Differentialausdrucks (1.) genannt werden. (Vel. 
Lipschitz, dieses Journal, Bd. 70, 8. 73.) 

Nunmehr zerfällt die ganze Untersuchung in zwei Theile. Zunächst 
sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die algebraische 
Aequivalenz zweier Formenpaare, bestehend aus einer linearen und aus 
einer alternirenden bilinearen Form, zu untersuchen. Sodann ist festzustellen, 
ob weitere analytische Bedingungen nothwendig sind, damit zwei gegebene 
lineare Differentialausdrücke (und daher auch ihre bilinearen Covarianten) 
in einander transformirt werden können. (Vgl. Christoffel, dieses Journal, 
3d. 70, 8. 60.) Bei der ersten Untersuchung ist demnach das Hauptaugen- 
merk darauf zu richten, für zwei äquivalente Formenpaare alle Substitutionen 
zu ermitteln, durch welche das eine in das andere übergeht. Denn nur so 


b sieh unter ihnen auch 


wird man in den Stand gesetzt zu entscheiden, © 
solche befinden, welche geeignet sind, zwei Differentialausdrücke (1.) und 
(1*,) in einander zu transformiren. 

Wir schieken daher der Hauptuntersuchung zwei vorbereitende Ab- 
schnitte voraus, einen algebraischen über die Aequivalenz der oben genannten 
Formenpaare und einen analytischen über die Integrabilitätsbedingungen für 
ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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Ueber lineare Gleichungen und alternirende bilineare Formen. 
Ueber adjungirte Systeme homogener linearer Gleichungen. 
Gegeben seien m unabhängige homogene lineare Gleichungen 
(10) aut +a"u,=0, (u=]1,...m) 
zwischen den »(>m) Unbekannten ı,, ... a,. Ist 
au, + +a,u, =) 

irgend eine lineare Verbindung derselben, so rechnen wir sie auch zum 
System (10... Auch kann dies System durch m unabhängige lineare Ver- 
bindungen seiner Gleichungen ersetzt werden. Die Determinanten mten Grades. 
die sich aus den Coefficienten a bilden lassen, und die wegen der Unabhängig- 
keit der Gleichungen nicht sämmtlich verschwinden, werden bei einer solchen 
Umformung alle mit demselben von Null verschiedenen Factor multiplieirt. 

Sind A,, ... A, und B,, ... B, irgend zwei particuläre Lösungen 
der Gleichungen (10.), so ist auch aA,+bB,. ... aA,+bB, eine Lösung. 
Mehrere partieuläre Lösungen 

A el...) 

sollen daher unabhängig oder verschieden heissen, wenn c, A)’ -++.+.c,A\ 
nicht für «=1, ... rn verschwinden kann, ohne dass c,. ... ce, sämmtlich 
gleich Null sind, mit andern Worten, wenn die Ak linearen Formen 
A» u-+:-+ Au, unabhängig sind. 

Da die Determinanten mt Grades der Grössen a nicht alle ver- 
schwinden, so kann man die Grössen Ul so wählen, dass die Determinante 

a‘ a  ) 9, 


a\”) u 


D = | 
UI’ 6 


(n—m 
- 


Ur 
von Null verschieden ist. Bezeichnet man mit AY? den Coefficienten von 
UC’ in D, so ist 

(11) AAN +.. Ha) Ar =0, (u=l,...m;r=1,..n—m), 
und daher sind 


e: Ar Er <A (v=]1,...n—m) 
n—m Lösungen der Gleichungen (10.). 
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Ist #% ... 2, 0, ... o eine positive Permutation der Zahlen 1. ... m. 


2 


so sollen die Determinante m'*" Grades Ita)’ ... a” und die Determinante 


(n— m)ten Grades F+AU).... AV") complementäre Determinanten der beiden 


(u) 


Elementensysteme a‘ und A’ genannt werden. Nach einem bekannten 
Satze ist die letztere Determinante das Produet aus der ersteren in D 

Die Determinanten mter Grades des Systems a verhalten sich daher, wie 
die eomplementären Determinanten (n— m)" Grades des Systems AV). Da 
die Determinanten m'*? Grades des Systems a‘ nicht sämmtlich verschwinden. 
und D von Null verschieden ist. so sind auch die Determinanten (an — mjten 
Grades des Systems AZ’ nicht alle Null, und daher sind die »—m Lösungen 
(12.) unabhängi 


o. 

Mehr als 2—m verschiedene Lösungen können aber die Gleichungen 
(10.) nicht haben. Denn sind Bi”, ... B’’(v=1,...nr—-m+1l) n—m-+] 
Lösungen, und ist B\’ ++" —+e,_,., BU” =B,, so ist auch B,.... B, eine 
Lösung. Unter den Determinanten mt" Grades des Systems al sei etwa 
M= I -+ai...a‘) von Null verschieden. Ueber die Constanten e,.... € | 
kann man so verfügen, dass irgend »—m der Grössen B,. ... B, gleich 


Null sind, weil »— m homogene lineare Gleichungen mit a» — m-+1 Unbekannten 


Cy2 +++ €, Stets eine Lösung zulassen. Macht man aber DB, ,='-=B, =. 
so folgt aus den m linearen Gleichungen a‘) B,+--+al”" B,=0 mit nicht 
verschwindender Determinante M, dass auch BB =: -=B,=0 ist. Folglich 


sind die a—m-+1 Lösungen BV’, ... BY’ nieht unabhängig. Mithin haben 
m unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen » Unbekannten 
genau »—m verschiedene Lösungen, und daher haben irgend m homogene 
lineare Gleichungen zwischen » Unbekannten wenigstens » —m verschiedene 
Lösungen. 


7 


A=80,AN, ... A,=8e,A0 


? 


Sind e,. ... e,_, willkürliche Constanten, so soll 


die allgemeinste Lösung der Gleichungen (10.) heissen. Aus ihr kann jede 
particuläre Lösung erhalten werden, indem man den willkürliehen Constanten 
bestimmte Werthe ertheilt. Sind daher BI’, ... BP’ (v = 1,...n —m) irzend 
n—m verschiedene Lösungen, so ist BY” = e,, Al’ ++. +e,,_ „AU, und 
die Determinanten (a —m)ten Grades des Systems BY’ unterscheiden sich von 
den entsprechenden des Systems A” nur durch den von Null verschiedenen 
Factor C,o. Daher verhalten sie sich, wie die complementären Determinanten 
m\en (srades des Systems al”. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3 >l 
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Bedeuten von nun an die Grössen (12.) irgend »—m verschiedene 

Lösungen der Gleichungen (10.), so sind 

13.) APu + -+APu, = 0 
rn — m unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen den Unbekannten 
2... 4,, und zufolge der Relationen (11.) sind 

da) Nr (ka...) 

m verschiedene Lösungen derselben. Die beiden Systeme linearer Glei- 
chungen (10.) und (13.), und ebenso die Systeme ihrer Coeffieienten a“ 
und A, sollen einander zugeordnet oder adjungirt genannt werden. Zwischen 
ihren allgemeinsten Lösungen besteht die Relation 

(2) aA, +: "+a,A,=0. 
Die Coeffieienten des einen Gleichungssystems sind die Lösungen des andern. 
Die Determinanten mter Grades des Systems a‘ verhalten sich, wie die 
eomplementären Determinanten (a—m)!e" Grades des zugeordneten Systems 
AY’. Allgemeiner lässt sich zeigen, dass, wenn k>nr—m ist, jede aus 
n—k (m) Uolonnen des Systems a‘ gebildete partiale Determinante 
in — kiten Grades bis auf eine Potenz von D eine lineare homogene Funetion 
der aus den übrigen %k Colonnen des zugeordneten Systems AY gebildeten 
Determinanten (a—m)ten Grades ist”). 

Richtet man in dem System der a—m verschiedenen Lösungen (12.) 
der Gleichungen (10.) sein Augenmerk nicht auf die Werthe aller Unbe- 
kannten. sondern nur auf die einer gewissen Anzahl «,, ... a,, so fragt es 
sich, ob auch die Lösungen 


a 


unabhängig sind. Diese Frage hat nur dann eine Bedeutung, wenn kA n—m 
ist. Die Bedingungen, unter denen alsdann jene Lösungen nicht unabhängig 
sind, ergeben sich ohne weiteres aus dem letzten Satze, lassen sich aber 


auch leicht direet ableiten. Ist A, = &c,AY’, so ist A,, ... A, eine Lösung 
x 


der Gleichungen (10... Da die Lösungen (e.) nicht unabhängig sind, so 


kann man die Constanten e,, ... e,_, so bestimmen, dass A,, ... A, Null 


sind. Folglich genügen die Grössen A,.ı, -». A, den Gleichungen 


n 


(P.) a“) 


A 


! ) (u) nr f u 
ı Ur ıTtr'"ta,/ U, TER 0 wi — 1, ... m) 


) Wenn man die m linearen Formen (10.) durch irgend eine lineare Substitution 
und die n— m linearen Formen (13.) dureh die transponirte Substitution transformirt, 
so erhält man wieder zwei Systeme zugeordneter linearer Formen. 
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und sind, weil die Lösungen (12.) unabhängig sind, nieht sämmtlich Null. 


Daher müssen in dem Elementensystem 


Ka TREE 
(Y.) 
| En 


alle Determinanten (»— k)ten Grades verschwinden. 


Wenn umgekehrt in dem System (y.) alle Determinanten (n — Ale 


2 
(Grades verschwinden, so sind in jedem System von »—m verschiedenen 
Lösungen die Werthe der ersten #4 Unbekannten nicht unabhängig. Denn 
unter jener Voraussetzung sind (Vgl. $. 4.) die Gleichungen (?.) unter ein- 
ander verträglich, und daher kann man eine partieuläre Lösung der Glei- 
chungen (10.) erhalten, indem man A, == A,=0 setzt und A, ,. ... A 
aus den Gleichungen (?.) bestimmt. Da sich diese partieuläre Lösung aus 
jedem System (12.) von »—m verschiedenen Lösungen zusammensetzen 
lassen muss, so. können die Constanten €,. ... €,_, so bestimmt werden. 
dass AP” +: +c,_,Al" für e=]1,... k verschwindet. 


N IM 


S. 4. 
Ueber den Zusammenhang der partialen Determinanten eines Elementensystems. 


In dem nach Zeilen und Colonnen geordneten Elementensystem a,». 
in welchem die Anzahl der Zeilen derjenigen der Colonnen nieht gleich zu 
sein braucht, sei eine partiale Determinante mter Grades, etwa N= I +a,,... a 
von Null verschieden. Damit dann die partialen Determinanten (m+1)te 
Grades sämmtlich verschwinden, ist nach einem Satze des Ilerrn Kroneckei 
(Baltzer, Det. $. 4, 7; dieses Journal Bd. 72, S. 152) nur erforderlich, dass 
alle diejenigen Null sind, deren Elemente man erhält, indem man zu den Ele- 
menten von M die irgend einer Zeile und Colonne des Systems «az, hinzufügt. 
also alle Determinanten 


da; Ad, do 
G Gum 1’ 7 
a 1 A,o 


om 


wo man für oe und o nur alle Paare von Zahlen, die grösser als m sind, 
zu setzen braucht. 


31” 
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Alsdann ist 
Gun Au At +a, A, 


[ [3 | 
y 
d A, + en + A un A, | 


ds a a A1Äı + +ta,, A,! 


«im 


ö 0, 


LIE 


als eine homogene lineare Function von A,, ... A,, deren Coeffieienten theils 
identisch, theils nach Voraussetzung verschwinden. (Kronecker , Baltzer, 
Det. $. 8, 3). 
Ist nun A,, ... A, eine Lösung der Gleichungen 
(e.) Ant "+0, =0, (u=l,...m) 
so redueirt sich die obige Gleichung auf M(a.,A, + -+a„A,)=0. DaM 
von Null verschieden ist, so müssen folglich alle Lösungen der Gleichungen («. 
auch die Gleichungen 
(B) at ta, =0 (“=1,..m, m+1,m+2, ...) 


befriedigen. Weil aber die m wnabhängigen Gleichungen (a) n—m ver- 


) 
J.) 


schiedene Lösungen haben, so haben auch die Gleichungen (?.) a—m un- 
abhängige Lösungen. 

Wenn umgekehrt mehr als m Gleichungen zwischen » (> m) Variablen 
n—m verschiedene Lösungen haben, so müssen in dem System der Üoeffi- 
eienten alle partialen Determinanten (m -+-1)ten Grades verschwinden. Denn 
nimmt man irgend m+1 dieser Gleichungen, so könnten dieselben, wenn 
nicht alle Determinanten (m-+-1)te" Grades ihrer Coeffieienten verschwänden. 


& wären, nicht mehr als 2—m-—1 verschiedene 


wenn sie also unabhängi 
Lösungen besitzen. 

Seien nun AP, ... AP (v=1,...n—m) irgend a—m verschiedene 
Lösungen der Gleichungen («.), also auch der Gleichungen (?.). Greift 
man irgend m dieser Gleichungen heraus, so sind dieselben entweder un- 
abhängig oder nicht. Im ersteren Falle verhalten sich die Determinanten 
mten Grades, die sich aus ihren Coeffieienten bilden lassen, wie die com- 
plementären Determinanten (a—m)ten Grades der Lösungen A/’. Aber auch 
im andern Falle bleibt dieser Satz richtig, weil dann die partialen Deter- 
minanten mten Grades der Coefficienten alle verschwinden. Wir ziehen 
daraus den Schluss: (Vgl. Kronecker, Berl. Monatsberichte, 1574, April, Ueber 
die congruenten 'T'ransf. ete., letzte Seite.) 

l. In einem Elementensystem, in welchem alle partialen Determinanten 
ım+-1)'" Grades verschwinden, verhalten sich die aus irgend m Zeilen gebildeten 








V 
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— 


partialen Determinanten m'“" Grades, wie die entsprechenden aus irgend m andern 


Zeilen gebildeten partialen Determinanten m'“" Grades. 

Entsprechend heissen hier solche Determinanten mte? Grades, die 
aus den nämlichen m Colonnen (in derselben Reihenfolge) gebildet sind. 
Sind also P und Q zwei aus m bestimmten Zeilen gebildete Determinanten 
mten Grades, und P’ und 0’ die entsprechenden aus m beliebigen andern 
Zeilen gebildeten Determinanten, so ist PQ’=PQ. Wenn daher P’ und Q@ 
beide von Null verschieden sind, so kann auch P nieht verschwinden. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

ll. Kann man aus einem Elementensystem, in welchem alle partialen 
Determinanten (m-+-1)'" Grades verschwinden, m Zeilen und m Colonnen so 
auswählen, dass weder in den m Zeilen noch in den m Colonnen alle partialen 
Determinanten m’ Grades gleich Null sind, so muss auch die diesen Zeilen 
und Colonnen gemeinschaftliche partiale Determinante m'“" Grades von Null 
verschieden sein. 

Dieser Satz lässt sich auch in folgender Weise herleiten. In dem 
Klementensystem a,, seien alle partialen Determinanten (m+1)ten Grades Null. 


Ferner sı M= > +a, ... a,.„=0. Inden ersten m Zeilen möge sich aber 


auch eine von Null verschiedene Determinante mten Grades befinden. In 
Folge der letzten Annahme müssen alle Werthe von «,,... #,, welche den Glei- 
chungen («.) genügen, auch die Gleichungen (?.) befriedigen. Nun kann man 
aber den Gleichungen («.) genügen, indem man a, 1 ='"=u,=( setzt, und 


n 


%, ... a, aus den Gleichungen a„.u+'-+a,.u,=0 (u=]1,...m) bestimmt, 

die nach der Voraussetzung M=(0 mit einander verträglich sind. Da die 

so erhaltenen Werthe auch den Gleichungen (?.) genügen, so muss 
Aatıt-+ta,,u, =0 («a=1,...m,m-+1,m-+2, ...) 

sein. Folglich müssen in dem System 


TE (@=1,...m, m+1,m-+42, ...) 


am 
alle Determinanten mten Grades verschwinden. Sind also nicht alle Deter- 
minanten m'en Grades in diesem System Null, so kann man daraus umge- 
kehrt den Schluss ziehen, dass M von Null verschieden sein muss, womit 
Satz II. bewiesen ist. 

Nehmen wir jetzt an, dass das System a,, aus gleich viel Zeilen und Co- 
Ionnen besteht und symmetrisch (a,s = 4;,) oder alternirend (a,;= —a,., 
@,.=0) ist. Dann sind die partialen Determinanten m’°r Grades, die aus irgend m 





242 Frobenius, über das Pfaffsche Problem. 


Zeilen gebildet sind, denen, die aus den gleichnamigen m Colonnen gebildet 
sind, der heihe nach bis auf das Zeichen gleich. Nennt man also eine 
partiale Determinante, deren Diagonale nur Elemente aus der Diagonale 
der ganzen Determinante enthält, eine Hauptunterdeterminante, so ergiebt 
sich aus Satz Il. die Folgerung: 


Ill. Wenn in der Determinante eines symmetrischen oder eines alter- 
nirenden Systems alle partialen Determinanten (m-+-1)'" Grades verschwinden, 
so muss in jedem System von m Zeilen, in welchem irgend eine partiale Deter- 
minante m’“" Grades nicht verschwindet, auch die Hauptunterdeterminante von 
Null verschieden sein. 


In jedem System von m Zeilen, im welchem die Hauptunterdeter- 
minante Null ist, müssen also auch alle andern partialen Determinanten mt" 
Grades verschwinden. Dies tritt stets ein, wenn das System a,, alternirend 
und m ungerade ist. Denn alsdann sind die Hauptunterdeterminanten mt“ 
(Grades schiefe Determinanten unpaaren Grades, und daher identisch Null. 
Daraus ergeben sich die Sätze: 

IV. Ist in einer schiefen Determinante m der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten, so ist m nothwendig eine gerade Zahl und 
unter den nicht verschwindenden partialen Determinanten m’ Grades befinden 
sich auch Hauptunterdeterminanten. 

V. Wenn in einer schiefen Determinante die partialen Determinanten 
2 r'" Grades alle verschwinden, so sind auch die (2r—1)"" Grades sämmtlich Null. 

Da diese Eigenschaften der schiefen Determinanten für die folgenden 
Untersuchungen von grosser Wichtigkeit sind, so wollen wir sie noch auf 
einem andern Wege ableiten. 


Schiefe Determinanten. 

Ist A,, der Coeffiecient von a,; in der verschwindenden Determinante 

M=Z+a,...4,,, SO ist Au Asa = Aug Age: Ist nun M eine schiefe Deter- 

minante und m eine gerade Zahl (= 2r), so ist A, = —A,, und A. = Ag =). 
Daher ist A,;=0. Oder: 

Die Determinante M ist das Quadrat einer ganzen Function von a,;- 

Wenn sie also Null ist, so verschwindet sie von der zweiten Ordnun 


g, und 


a ' a oM . > 
daher ist auch ihre Ableitung u” 2A.s=0. Wenn also eine schiefe 
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- 


Determinante 2rten Grades verschwindet, so sind auch ihre partialen Deter- 
minanten (2r—1)ten Grades sämmtlich Null. 

Den (Pfaffschen) Ausdruck, dessen Quadrat die Determinante M ist, 
und in welchem das Glied a,4;.... @,_,,, den Coeffieienten +1 hat, bezeichnen 
wir nach Jacobi mit (1,2,...m). Für solche Ausdrücke gilt ein dem Deter- 


minantensatze des Herrn Kronecker ganz analoges T'heorem: 

I. Wenn der Pfaffsche Ausdruck r‘”" Grades (1,2,...2r) vor Null 
verschieden ist, aber alle Ausdrücke (r-+1)'” Grades verschwinden, die man 
aus (1,2,...2r,0,0) erhält, indem man für o, © alle verschiedenen Paare 
ungleicher Zahlen setzt, die grösser als 2r sind, so verschwinden alle Aus- 
drücke (a, P,y ...) vom (r-+1)'" Grade. 

Dieser Satz ergiebt sich aus dem allgemeineren Satze: 

Il. Wenn in einer schiefen Determinante eine Hauptunterdeterminante 
2r'"" Grades von Null verschieden ist, aber alle Hauptunterdeterminanten (2r+2)" 
Grades verschwinden, welche man aus jener erhält, indem man irgend zwei 
Zeilen und die gleichnamigen Colonnen hinzufügt, so verschwinden alle partialen 
Determinanten (2r-+-1) Grades. 

Seim = 2r, sıiM= FI+ta,..a,=(1.2,... m)’ von Null verschieden 
und sei für alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen o, o, die grösser 
als 2r sind, 


d;, . . . dl, ,, (d,, (d,, 

Id + Anm Am Um|=(1,2,...mM,0,0) =. 
d,ı A Um Go do 

wu a, a 


Da der Grad dieser verschwindenden schiefen Determinante 2r-+2 
eine gerade Zahl ist, so sind nach dem oben bewiesenen Satze auch ihre 
partialen Determinanten (2r +1)ten Grades alle Null, z. B. ist der Coefficient 
von 4, 


d;,, iz d,,. dio 


a j 0, 


mGO 


| d 1 . . . d 


mm 


d,ı . . . da dA 


om 00 | 
falls o von o verschieden ist. Ist e= 0, so verschwindet diese Determinante 
identisch. Nach dem Satze des Herrn Kronecker folgt aber daraus, dass 
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alle partialen Determinanten (2r-+1)!en Grades verschwinden. Daher ver- 
schwinden auch alle partialen Determinanten (2r +2)ten Grades, und folglich 
auch die Quadratwurzeln aus den Hauptunterdeterminanten (2r-+2)ten Grades. 
die Pfaffsehen Ausdrücke (r-+1)!ten Grades (a, P,y ...). 

Ferner ergiebt sich, dass das Verschwinden aller Hauptunterdeter- 
minanten (2r-+2)ten Grades auch das aller partialen Determinanten (2r+1)te 
Grades nach sich zieht, vorausgesetzt, dass eine Hauptunterdeterminante Zr!“ 
(Grades von Null verschieden ist. Sollte keine Hauptunterdeterminante 2rt“ 
Grades von Null verschieden sein, dagegen irgend eine Hauptunterdeter- 
minante (2r—2)ten Grades, so würde sich auf dieselbe Weise ergeben, dass 
alle partialen Determinanten (2r—1)ter Grades und folglich auch alle (2r+1)te 
Grades verschwänden. Indem man diesen Schluss weiter fortsetzt, gelang! 
man zu dem Satze: 

Ill. Wenn in einer schiefen Determinante alle Hauptunterdetermi- 
nanten 2r'" Grades Null sind, so verschwinden auch alle partialen Determi- 
nanten (2Zr—1)"" Grades. 


Wenn man in der sehiefen Determinante 


A, d, 


a a 


n 


—d, ar —( () 


die letzte Colonne weglässt, und wenn in dem übrig bleibenden Elementen- 
systeme 


Ad, 


\ 
bie 


alle partialen Determinanten (2r+-1)ten Grades verschwinden, so sind in der 


(P.) 


d,ı 


Determinante («.) alle partialen Determinanten (2r-+2)ter Grades Null, als 
lineare homogene Funetionen von partialen Determinanten (2r-+1jten Grades 
des Systems (?.). Nach Satz Ill. verschwinden daher auch alle partialen 
Determinanten (2r-+1)ten Grades der Determinante (c«.). Damit also in 
der Determinante («.) alle partialen Determinanten (2r+1)ten Grades ver- 
schwinden, ist nothwendig und hinreichend], dass dies in dem System (?. 
der Fall ist. 
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In der schiefen Determinante F+a,....«a,, sei der höchste Grad nieht 
verschwindender Unterdeterminanten m = /r. Dann haben die linearen 
Gleichungen 


Y.) Ga t tan =V (a=],...n) 


5 
n—m verschiedene Lösungen. Je nachdem für alle diese Lösungen auch 
(Ö.) aut‘ "+a,u, = V 
ist, oder nicht, d. h. je nachdem die Gleichung (d.) eine lineare Combi- 
nation der Gleichungen (y.) ist, oder nicht, sind auch in dem System (?.) 
und folglich auch in der Determinante («.)'alle partialen Determinanten 

(m-+1jten Grades Null. oder nicht. 


S. 6. 
Simultane Transformation einer bilinearen Form und mehrerer Paare linearer Formen. 
Die bilineare Form 
W = Za.,u,te 
sche durch Substitutionen 


(a) =S03U, 9. = SYopta: 


deren Determinanten von Null verschieden seien, in 

W' = Fa,u0 
über. Dann ist (Weierstrass, Berl. Monatsberichte, 1868, Mai. S. 311) jede 
partiale Determinante mten Grades des einen der beiden Coeffieientensysteme 
a,, und a,, eine homogene lineare Funetion der partialen Determinanten 
mten Grades des andern. Daher sind alle partialen Determinanten mten Grades 
des Systems a,, Null oder von Null verschieden, je nachdem es die des 
Systems «a,,; sind. Der höchste Grad nicht verschwindender Unterdetermi- 
nanten ist folglich für beide Systeme derselbe. 

Ausser der bilinearen Form sei noch ein Paar linearer Formen 


20,,..%, und 2a ,4%s 
a p ‚ 


gegeben, welche durch die Substitutionen («.) in 


Z4A,n;,%, und Za,,,0s 


I 


übergehen mögen. Dann verwandelt sieh die bilineare Form *): 


*) Die Methode, welche ich hier zur Untersuchung der simultanen Transformation 
einer bilinearen Form und eines oder mehrerer Paare linearer Formen gebraucht habe, 
ist bereits von Herrn Stickelberger (De problemate quodam ad duarum formarum bili- 
nearium vel quadraticarum transformationem pertinente. Diss. inaug. Berolini 1874. 
pag. 10) und von Herrn Darboux (Liouv. Journ. Ann. 1874, p. 351) angewendet. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 3. 32 








Frobenius, über das Pfaffsche Problem. 


n n n 
Fi A,3U Cat Our Fr laonrı dat U, 11 Ay+1,80a Ft Anzınzı nr dm; 
a 3 & pP 


WO A,.ın:, eine willkürliche Grösse ist, oder kürzer die Form 


ın+1 
1 Q,5U,0; 


Ä ap 
u,» 


dureh jene Substitutionen, verbunden mit 


U, +1 Bann U, +19 © 1 Ö„11s 
N; 1 ' ? | ! 
& 1 daB Us Us, 
WO Arınıı = Ayrınıı It. Daher muss nicht nur in der Determinante „ten 
Grades FI +a,...a,,, sondern auch in der (a-+1)ten Grades F+ta....4,.Ay4ınGı 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invarlant sein. 
Sind ausser der bilinearen Form noch %k Paare linearer Formen 


2u,.,0, mi 2a,.,0 (kl... 
Ü pP ee . i 
segeben, welche durch die Substitutionen («.) in 


ZA,n4,U, und >a,,.s0 


iibergehen, so verwandelt sich die bilineare Form 

Si U,aU,05, 

u,» 
in welcher die Grössen a,,,,,;, willkürlich sind, durch jene Substitutionen 
verbunden mit 


Be 7 PN 7 ı U 25 Mr ; 


n } k ! j I ’ 
Sı d,aUa 05, 


a, 
WO Ayıynı2 = Ayiynı, It. Daher muss auch in der Determinante 
- 
— +a, .r -A,n dl, +1,n-+1° (dl, k,n+k 
der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten invarlant sein. 
7. B. muss dies in der Determinante 


dıı A;, A) n-+1 


d,„ı . . 5 “ . 5 On + k 


| 
| 
| 
| 
| 


Ad, +1,1 


Ü,+x1 ... Untkn 


der Fall sein, in der die willkürlichen Grössen gleich Null gesetzt sind. 
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Mi 


Simultane congruente Transformation einer alternirenden bilinearen und einer linearen 
Form. Die Invariante p. 
Wenn die alternirende bilineare Form 


W = yia,u,0; 


durch congruente (Kronecker, Berl. Monatsberichte, 1874, April) Substitutionen 
von nieht verschwindender Determinante 


5.) u.=804 = S0,H0; a=]1,...n 
in 
W' = Fa ,u, 0 


übergeht, so ist auch W’ eine alternirende bilineare Form. Geht dureh 
diese Substitution die lineare Form 


U= Ze 
in 
U — au 


über, so soll das Formenpaar U, W dem Formenpaar U’, W' äquivalent 
heissen. 

Sind umgekehrt zwei Formenpaare, jedes bestehend aus einer 
linearen und aus einer alternirenden bilinearen Form, gegeben, so soll ent- 
schieden werden, ob sie äquivalent sind, oder nicht, und im ersteren Falle 
sollen alle Substitutionen gefunden werden, durch welche das erste Formen- 
paar in das zweite übergeht. Da die Coefficienten a, alle Null sein können, 
so enthält diese Aufgabe das Problem der eongruenten Transformation einer 
alternirenden bilinearen Form als speeiellen Fall. 

Durch die Substitution (5.) geht auch die lineare Form & - 4,0; in 
=Z—.a;v,; über. Aus den Erörterungen in $S.6 folgt daher, dass in den 
beiden Determinanten 


ne, Me 
(15.) 
Pr 
und 
ir TR a, 
(16.) | 
a Aa, 
sr 


die höchsten Grade nicht verschwindender Unterdeterminanten Invarianten sind. 
32” 
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In der schiefen Determinante (15.) ist der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten m eine gerade Zahl 2r, und unter den von 
Null verschiedenen partialen Determinanten mter Grades befinden sich auch 
Hauptunterdeterminanten ($. 4, IV.). Wo es nöthig ist, können wir daher 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass 

Hm Ethan 
von Null verschieden ist. 

In der schiefen Determinante (16.) sind dann alle partialen Deter- 
minanten (m+3)'en Grades Null. Es ist nun erstens möglich, dass auch 
die (m+2)ten Grades sämmtlich verschwinden. Dann müssen, da m--2 eine 
verade Zahl ist, auch die (m--1)ten Grades alle Null sein, während die mt 
(srades offenbar nicht alle Null sind. Oder es ist zweitens möglich, dass in 
(der Determinante (16.) die partialen Determinanten (m + 2)ten Grades nicht alle 
verschwinden. Ausser diesen beiden Fällen ist kein dritter möglich. 

Dieser zwischen den beiden oben gefundenen Invarianten bestehende 
Zusammenhang ermöglicht es, sie auf eine einzige Invariante zurückzuführen. 
Der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten ist für die 
Determinante (15.) in beiden Fällen 2r, für die Determinante (16.) aber im 
ersten Falle 2r, im anderen 2r+2. Das arithmetische Mittel aus diesen 
beiden Invarianten, das wir mit p bezeichnen wollen, ist im ersten Falle 
2r, also gerade, im anderen 2r-+1, also ungerade. Daher muss auch um- 
eekehrt der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, falls 
p gerade ist, für (15.) und (16.) gleich p, wenn p aber ungerade ist, für 
(15.) gleieh p—1 und für (16.) gleich p-+1 sein. Das arithmetische Mittel 
p aus den höchsten Graden der in (15.) und (16.) nicht verschwindenden 
Unterdeterminanten ist demnach eine Invariante, welche die oben genannten 
Invarianten beide ersetzt. Ich werde aber zeigen, dass für die Aequivalenz 
zweier Formenpaare die Uebereinstimmung der Invariante p nieht nur eine 
notwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung ist. Nennen wir 
daher die Gresammtheit der Formenpaare, welche mit einem gegebenen 
äquivalent sind, eine Classe von Formenpaaren, so können wir alle Formen- 


paare mit der Invariante p zur p!e® Classe rechnen. 


Der Unterschied zwischen Formenpaaren gerader und ungerader Classe 


lässt sich, wenn man a„= a, und a; = —a;, setzt, nach $. 5, (1.) kurz so 


ai) 
charakterisiren (Vgl. Jacobi, dieses Journal, Bd. 29, S. 242, Natani, dieses 
Journal. Bd. 58, 8. 316): 
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Ist der Pfaffsche Ausdruck rte2 Grades 
er 
von Null verschieden, während die Pfaffschen Ausdrücke (r—+1!e” Grades 
(II.) u Grm “ES 


sind, wo für eo, o alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen von m+J1 


bis n zu setzen sind, so ist die Invariante p gleich m (= 2r) oder m+1(=2r +1), 


je nachdem die Pfaffschen Ausdrücke (r+1)ten Grades 


Ill. ER EEE Bent 
alle oder nieht alle verschwinden. 

Ist m=n, so ist p(=n) immer gerade, und die Bedingungen (1. 
und (III.) fallen weg. Ist m=n—1, so fallen die Bedingungen (1l.) weg, 
und p ist gerade (=n—1) oder ungerade (=n, je nachdem der Ausdruck 
li. verschwindet oder nieht (Jacobi, dieses Journal Bd. 2. S. 356). 

Ist in der Determinante 15.) m der höchste Grad nieht verschwin- 
dender Unterdetermmanten. so lassen sich die » Formen 


0,1% +: +a,.u. (ao=|1,...n 


welche die Ableitungen von —W nach e.. ... ve, sind. alle aus m unter 
ihnen linear zusammensetzen. Nach der Bemerkung am Ende des $. 5 ist 
in der Determinante 16.) der höchste Grad nieht verschwindender Unter- 
determinanten m oder m+2, je nachdem sich die Form 

U= AU, au 
aus jenen Formen linear zusammensetzen lässt, oder nicht. 

Wenn die Determinante (15.) der bilinearen Form W nicht verschwindet, 
so sind ihre » Ableitungen » unabhängige Linearformen von » Variablen, 
und jede andere Linearform derselben Variablen lässt sich aus ihnen zu- 
sammensetzen. In Bezug auf eine bilineare Form W von verschwindender 
Determinante aber zerfallen die Linearformen U in zwei Gruppen. Für die 
Formen der einen Gruppe ist der höchste Grad nieht versehwindender Unter- 
dleterminanten in (16.) ebenso gross, wie in (15.). Sie bilden mit W ein 
Formenpaar gerader Classe, und lassen sich aus den Ableitungen von W 
linear zusammensetzen. Für die Formen der anderen Gruppe ist der höchste 
(rad nicht verschwindender Unterdeterminanten in (16.) um zwei grösser, 
als in (15.). Sie bilden mit W ein Formenpaar ungerader Invariante und 
lassen sieh nicht aus den Ableitungen von W linear zusammensetzen. 
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S. 8. 
Die Aequivalenz der Formenpaare von gerader Invariante p = 2r. 

Um zu beweisen, dass die Uebereinstimmung der Invariante p, die 
wir zunächst als gerade (= m = 2r) voraussetzen wollen, für zwei Formen- 
paare nicht nur eine nothwendige, sondern auch die hinreichende Aequi- 
valenzbedingung ist, kommt es darauf an, eine Substitution zu finden, dureh 
welche das eine in das andere übergeht. Eine solche pflegt man mit Hültfe 
der zugehörigen Formen abzuleiten (Aronhold, dieses Journal Bd. 62 8. 316 
Dies beruht darauf, dass man zu einer zugehörigen Form die transformirte 
kennt, ohne dass man die Substitution zu kennen braucht, durch welche 
das eine Formensystem in das andere übergeht. Wir werden uns hier von 
einem ganz ähnlichen Gedanken leiten lassen. 

Wenn die Substitution (5.) gegeben ist, so kann man zu einer be- 
liebigen linearen Form Fe,u, die transformirte Form Fe,u, finden. Um- 
gekehrt kann man aber auch. falls man eine hinreichende Anzahl von N- 
nearen Formen aufzufinden vermag, zu denen man ohne Kenntniss der Sub- 
stitution (D.) die transformirten angeben kann, die Gleichungen Fe, u, = Ze,u 
zur Ermittlung der Substitution (5.) benutzen. Zu solchen linearen Funetionen 
gelangt man im vorliegenden Falle durch folgende Ueberlegung. 

Wenn durch die Substitution (D.) nicht nur die bilineare Form W in 
W' und die lineare Form U in U’ übergeht, sondern auch die linearen 
Formen 

U,=’u++a’u, (e=12,...) 
sich in 
U = ad!" uw+ ta" u, 


verwandeln, so muss nach $. 6 in der Determinante 


a, a 


(1) 


n 


0 
() 


a 


9 0 2. 2 I 
der höchste Grad nieht versehwindender Unterdeterminanten derselbe sein. 
wie in der analogen aus den Coefficienten der transformirten Formen ge- 
bildeten Determinante. Sind die linearen Formen U, ganz beliebige, so 


[2 
“ 
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wird jener Grad im Allgemeinen eine Zahl 7 sein, auf deren Ermittlung hier 


nichts ankommt. Für specielle Linearformen kann er aber auch kleiner als 
/ sein, und dann ist er für die transformirten Formen ebenfalls kleiner als 1. 
(Grenügen also die Coefficienten der Formen U, den Gleichungen, welche 
ausdrücken, dass jener Grad kleiner als / ist, so genügen die Coeffieienten 
von U, Gleichungen, die aus den Coeffieienten von W’ und U’ ebenso zu- 
sammengesetzt sind, wie jene Gleichungen aus den Coefficienten von W 
und U. Die Anzahl dieser Gleichungen ist um so grösser, je kleiner der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten in (e.) ist. Da er 
nicht kleiner als m sein kann, so wollen wir möglichst viele unabhängize 
Linearformen U, so zu bestimmen suchen, dass jener Grad in («.) gleich m ist *). 

Die Anzahl solcher Formen kann nieht grösser als r sein. Denn 
ist in der Determinante («.) k=r-+J1l. und sind alle partialen Determinanten 


2r-+-1j)ten Grades Null, so verschwinden auch alle Hauptunterdeterminanten 


2r-+2)ten Grades. Z.B. ist, wenn «@, ?, ... e irgend r-+1 verschiedene 
Zahlen von 1 bis » sind. 
(, er di, RE 
() (+1) a\,’ a, 
d,, BGE (,, «a. a 
|» . ), 
— U) .... a! Ben 0) | | 
r RN 
-— 1.) ee , Ü) 


In dem System al sind also alle Determinanten (r+1)ten Grades Null, und 
daher sind die Formen U,, ... U,,, nieht unabhängig. Ich werde aber 


beweisen, dass sich stets r unabhängige Formen U,, ... U, so bestimmen 
lassen, dass in der Determinante 
d,; BEE dt, er 
®» a a‘ 
17. u. 7 Sa SEE ee 
-a) ... -ı) 0 090 ...0 
— a) 0% Er HE EEBERTE 


*) Herr Darboux (Liouv. Journ. Ann. 1874 p. 350) hat Determinanten von der 
Form («.) in die Untersuchung der Aequivalenz quadratischer Formen eingeführt. Er 
lässt aber die Formen U, allgemein, d. h. verfügt so über dieselben, dass in («.) der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten möglichst gross ist. 
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alle partialen Determinanten (2r-+1)tee Grades verschwinden. Daraus folst 
aber auf die nämliche Weise wie oben, dass die Formen U, U,...U, nicht 


o sind, dass zwischen ihnen 


unabhängig sind, also, da U.... U, 8 


‚ unabhängi 
eine Relation von der Form 

(18.) 
besteht. Ich werde nun zweitens beweisen, dass in dieser Relation e,....e 
beliebig gegebene Werthe haben können, mit zwei Einschränkungen, die 
dadurch bedingt sind, dass U eine gegebene Form ist, und dass U,...U 


© sein sollen. Wenn nämlich die Coefficienten von U nieht alle 


unabhängig 


Null sind, so dürfen e,, ... e, nicht alle gleich Null angenommen werden: 


wenn aber U identisch verschwindet, so müssen e,. ... e, alle Null sein. 
und die Relation (18.) muss sich auf U=0 redueiren. 

Da in der Determinante (16.) m der höchste Grad nieht verschwin- 
dender Unterdeterminanten ist, so haben die Gleichungen 


-a„,u traum), ei. 


(.) 


la, ı+--- ra,u, 0 
»+l—m unabhängige Lösungen. In denselben sind auch die Werthe deı 
ersten 2 Unbekannten unabhängig, es müssten denn a,, ... a, alle ver- 


schwinden (S. 3.). In diesem Falle er 


geben sich aus den Gleichungen (7. 


»n—m verschiedene Werthe für a. ... 


Damit nun auch in der schiefen Determinante 


a), N, On 6 a 


A. Sr a a, a. 


ti [2 n 


ll 0 ma () 0 


NH 


— a) © () 


n 


— a! 


welche eine Zeile und Colonne mehr enthält als (16.), alle partialen Deter- 
minanten (m+1)ten Grades verschwinden, ist nach den Erörterungen am 
Ende des $. 5 nothwendig und hinreichend, dass die Gleichung 

(1!) 


a»’u+:-+ta))u, = VÖ 


durch alle Lösungen der Gleichungen (/?.) befriedigt wird. Die Coeffieienten 
Tree SER 
müssen also allen Gleichungen genügen, welche 


(e.) Ast -+A,u, = 0 








m 
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darstellt, wenn für A,, .... A, der Reihe nach alle Werthe gesetzt werden. 


q 


die sich aus den Gleichungen (?.) für die » ersten Unbekannten ergeben. 
Die Anzahl dieser Gleichungen ist höchstens a+1—m, die Anzahl ihrer 
Lösungen also mindestens »—(n +1—m) = m—1. Unter denselben befindet 
sich zufolge der letzten Gleichung (?.) auch a,. ... a,. Hat nun die Re- 


lation (18.) die Gestalt U=0, so nehme man für (d.) eine beliebire Lösung 
der Gleichungen (e.). Hat dagegen jene Relation die Gestalt U=e,U,. wo 
c, von Null verschieden ist, so muss man 


dA Ol 
1 y 
=, ... = 

c, c 


setzen. Hat die kelation (18.) aber keine dieser beiden Gestalten. so nehme 
man für (d.) eine von a,, ... a, unabhängige Lösung. Dann ist in deı 
Determinante (y.) m der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeter 
minanten. 

Es seien nun bereits % unabhängige Formen U,. ... U, so bestimmt. 
dass in der Determinante («.) alle partialen Determinanten (m--1 ten Grades 
verschwinden. Wenn ferner die Relation (18.) die Gestalt U= e,U, ++ el 
hat, wo c,. ... e, auch alle oder zum Theil Null sein können. so sei ihr 
bereits Genüge geschehen. Hat sie aber nicht diese Gestalt. so seien U,.... U 
auch von U unabhängig. 

Alsdann haben die Gleichungen 


a er ahnt tee (Bel... 
(£.) au + ta =U\, 
a’ + +a’u,=0 (7 l,...h 


n+1-+k—m verschiedene Lösungen. Damit dann auch in der Determinante 


(1) Ik) \ 1) 


a, Rai Ad, a, a tt Mi 
Fi: a d,, u ee ME 0 
| 
—d4,; ee. — |, () () EEE ) () 
— a) ser Mi Mu 0 
— a) — a) Ü () a () () 
er, ee. 9 () 


alle partialen Determinanten (m-+-1)ten Grades verschwinden, ist nothwendig 
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und hinreichend, dass alle Lösungen der Gleichungen (£.) auch die Gleichung 


arte tat = 0 
befriedigen. Es muss also 
Me, ... a 
allen Gleichungen genügen, die man aus 
9) Aut +A,m = 0 
erhält, indem man für A,, ... A, der Reihe nach alle Werthe setzt, die 
sich für die ersten n Unbekannten aus den Gleichungen (£.) ergeben. Die 
Anzahl der Gleichungen (9.) beträgt höchstens a„+1+Ak—m; sie haben daher 
wenigstens n—(n+1l+k—m)=m—k—1 verschiedene Lösungen. Zufolre 
der letzten 4+1 Gleichungen (£.) befinden sich darunter 
SE Tun 2 
a wel. 
Wenn die Relation (18.) die Gestalt U=c,U,+---+c,U, hat, so sind von 
diesen k-+1 Lösungen nur die A letzten unabhängig. Die Gleichungen (4.) 
haben dann noch m—2k—1 von diesen verschiedene Lösungen, also min- 
destens eine, so lange k<Zr ist. Irgend eine dieser m—2k—1 Lösungen 
nehme man für (n.). 

\Wenn die Relation (18.) aber die Gestalt U= e,U,+:-+c,U,-+e, U, ., 
hat, wo c,,, von Null verschieden ist. so ist nach den getroffenen Fest- 
setzungen die Lösung («.) von den k Lösungen (z.) unabhängig. Daher ist 
auch die Lösung 


ad, —c, a!) — 1 (OL a) 


k+1 
art) = - — 


+1 
von den k Lösungen (z.) unabhängig, und muss für (n.) genommen werden, 
damit der Relation (18.) genügt wird. Dieser Fall tritt, wenn nicht schon 
vorher, spätestens für k=r—l ein. 

Ist aber k<r—1, so ist noch der dritte Fall möglich, dass die Re- 
lation (18.) keine der beiden erwähnten Gestalten hat. Dann sind nach 
der Annahme die k-+1 Lösungen (ı.) und (z.) unabhängig, und die Glei- 
chungen (9.) haben noch m—2k—2(>0) von diesen verschiedene Lösungen, 
von denen man irgend eine für (n.) nehmen kann. 

Da man also immer, so lange k<Tr ist, noch eine neue von U,,... Ü, 


K 


unabhängige Form U,,, finden kann, welche den gestellten Bedingungen 
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Genüge leistet, so ist damit bewiesen, dass sich r unabhängige lineare 


Formen U,, ... U, so bestimmen lassen, dass in der Determinante (17.) m 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist, und dass 
zwischen ihnen und der Form U eine vorgeschriebene Relation (18.) besteht. 
8.9. 
Die reducirte Form der Formenpaare gerader Ulasse. 

Da die Formen U,, ... U, unabhängig sind, so sind die partialen 
Determinanten rten Grades ihrer Coefficienten nicht alle Null. Sei etwa 
R = Ztal”...a‘” 
von Null verschieden. Dann ist auch die partiale Determinante 2rter Grades 


(1) (r) 


4), a a‘ a‘ 

da, wen | a ‚ 
! 

— a‘) — gi.) () () 

a 


der Determinante (17.) von Null verschieden. Dagegen verschwinden in 
der Determinante 


d;; — An Be u 
A, RN u... 
0 5 Be |, BEE | BE 
—r 0 ei, Vi rien 


welche eine Unterdeterminante von (17.) ist, alle partialen Determinanten 
(2r-++1I)ten Grades. Unter den Gleichungen 


(@.) As ur it OU, Fr ..- a,’ Un4r = V, Zn h ee / 
(PP) au + taPu, = 0 p=L..r 


sind daher nur 2r, die r ersten und die r letzten, unter einander unabhängi 


(r 
g. 
Um sie aufzulösen, kann man für «,, ... a, irgend eine Lösung der Glei- 
chungen (?.) nehmen. Denn da AR von Null verschieden ist, kann man 
immer aus den r ersten Gleichungen («.) dazu passende Werthe von 


Ynyıy «++ U,;, finden. Sind nun 
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irgend zwei Lösungen der Gleichungen («.) und (?.), sind also 
Me u et 2:5 
irgend zwei Lösungen der Gleichungen (?.), so ist 


dA. B, + +a,, B„+al’ B,.ı+'"+tal? B,,, a. v, (@ une h, . n) 
a? A, ++ ta®PA, = 0 el, ..P). 


n 


Multiplieirt man daher die » ersten Gleichungen der Reihe nach mit A,,... 
und addirt sie, so erhält man in Folge der r letzten Gleichungen 


Sia,,A. B; mn V. 


a,B i 
Es verschwindet also die bilineare Form W, wenn man für die Variablen 
irgend zwei Lösungen der Gleichungen U, =0,.... U, = setzt. 

Es lässt sich leicht zeigen, dass diese Gleichungen die kleinste An- 
zahl eongruenter linearer Relationen bilden, die zwischen den Variablen der 
bilinearen Form W bestehen müssen, damit sie verschwindet. Denn sei 
W= >a,;u,c, eine bilineare Form, die nieht alternirend zu sein braucht, 
und über deren Determinante vorläufig nichts vorausgesetzt wird. Seien ferner 


U, = a’u- 


LE] 


1} (o 
ta, 


i N 


Beier) 


n 


r unabhängige lineare Formen, wo r zunächst eine unbestimmte Zahl ist. 
Wir nehmen an, dass W=0 ist, wenn für die Variablen irgend zwei 
Lösungen der Gleichungen U, =0, ... U,=0 gesetzt werden. 

Ist dann B,, ... B, irgend eine Lösung dieser Gleichungen, ist also 


a® B,+--+a®B, = 0, (=1....r) 


eine lineare Form, welche verschwindet, wenn die Formen U, ... U 
sämmtlich Null sind. Daher müssen sich r Multiplicatoren D,,,, »-- B,.: 


so bestimmen lassen, dass 


‚B)u, = —B,.Uı-'''—B 


ap pP ( 


Ü 


nrı ü 


S(Sa 
u n 


ist. Die Werthe der Multiplicatoren bestimmen sich aus r der » Gleichungen 


(0) Za,sB;+a®B,.+ "ta B,,=0, (a=1,...n) 
P 


welche so auszuwählen sind. dass in ihnen die Determinante rten Grades 
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der Coeffieienten ai’ nicht verschwindet. Die so bestimmten Werthe „e- 


nügen dann auch den übrigen »—r Gleichungen (d.). Die Gleichungen 
(7) und (d.) sind zusammen z-+r Gleichungen zwischen den Grössen 
B,. -.» B,, B,41, --- B,,,, und alle Werthe der Unbekannten, welche 2r 
dieser Gleichungen (nämlich die r Gleichungen (z.) und passende r der 
Gleichungen (d.)) befriedigen, genügen auch den übrigen »—r. Daher 


müssen in der aus den Coeffieienten dieser Gleichungen gebildeten Deter- 


minante 
d;;, wg d,, a ... an 
d,, 4 (,, cr (|; 
—-— U) 2... a) 0 ee 
-— u) „2... at Br 


alle partialen Determinanten (2r-+1)ten Grades verschwinden. Wenn daher 
in der Determinante I +a,,...a,,, welche eine partiale Determinante jener 


Determinante ist. m der höchste Grad nieht verschwindender Unterdetermi- 


r i n it . m m —-1 
nanten ist, so ist es nicht möglich, weniger als oder — ,- eongruente 
lineare Relationen zwischen den Variablen «#,. .... #, und ®.. ... ©, so zu 


bestimmen, dass die bilineare Form W verschwindet. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unseren ursprünglichen 
Annahmen zurück. Seien U,_,. ... U, irgend »--r lineare Formen von 
x»... 4,, welche zusammen mit U,, ... U, » unabhängige Formen bilden. 
Die nämlichen Formen mit den Variablen ®,. ... e, mögen mit F,. ... FW, 
v 


Variable in W ein. und bezeichnet in der transformirten Form den Faetor 


-+1s »*+ NV, bezeichnet werden. Führt man diese Grössen als neue 


n 


von U, mit V,,, und den von V, mit —U,,,, so wird 


W= Z{iU,V,,-U,,,V,+Wı, 


wo W, eine bilineare Form von U/,,. ... U,: V.ı. --. F ist. die identisch 
verschwindet. Denn sie wird, ebenso wie W, „leich Null. wenn die 2r 


(srössen U, und V, verschwinden. also ohne dass zwischen ihren Variablen 


eine Relation besteht. 
Da die auf W angewendete Substitution eine congruente war, so 


bleibt W eine alternirende Form. In einer solehen unterscheiden sich aber 
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die Factoren von U, und —V, nur durch die Bezeichnung der Variablen, 
d. h. die Coeffieienten der linearen Funetion V,,, der Variablen U,,.... U,, 
U,;ı; ».. U, stimmen mit den Coeffieienten der linearen Function U,,, der 
Variablen V,. ... V,, Vu, --. V, der Reihe nach überein. Daher muss 
auch, wenn, durch die ursprünglichen Variablen ausgedrückt, 

U, = traut tat? u, 
ist, 

V,. = a Pot taft’o, 
sein. 

Die Gleichung 

(18) U= «U+:-'+cU, 

und die Gleichung 


r+n ) 


19) W= zUV,-U,V 


enthalten eine eigenthümliche Umgestaltung des gegebenen Formenpaares. 

Ehe wir aber weitere Folgerungen daraus ziehen, wollen wir kurz die 

Frage erledigen, ob die Formen U und W noch in einer anderen, als der 

hier gelehrten Weise auf die Formen (18.) und (19.) redueirt werden können. 
Sei r eine vorläufig beliebige Zahl, und seien 


U, = a'uw+- ta) u, ml, ... 2r) 


2r lineare Formen, die zunächst nicht unabhängig zu sein brauchen. Ist 
ferner 


v, u ai‘ %+'.+ ao, . 
ZSı U, De en U, ,,) er Si A,3U 0 
0 a, 
eine alternirende bilineare Form. Ausserdem betrachten wir die lineare Form 
316, U, — Fia,u,; 
o [74 


WO 6, ... €, gegebene Constanten sind. 
Die Coefficienten dieser beiden Formen sind durch die Gleichungen 


— aloe) „ute) __ alte) „io) 
Auß st; 214% Ad; Ad, a3 B) 


RR r (0) 
a, = Zic.a 


bestimmt. Durch zeilenweise Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 
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ua... ae at)... ar aD ... —a) 
a... ii... ar a) .,.,..aN a) ... al) 
win... s N c  : ( 0 
WR Eu 1 a m, 
ren BD a 0 u ME 
Di TE We ( a 1 en 
0 ...—10 an () aM m: 8% 1 
erhält man daher die Determinante 
- OR "© BE ER a; 
Be d,, 0: EN... 
—ıq, u a ı ne MW 
|— al! — a) 0 A 0 0 
(20.) ı 40 es a, ABER 1 RER 
al) ... a 0 m 
at!) ,.„. at!) —c —... 0 wre. WG 
er... au et... Ah 5... 0 


Da jedes der beiden Systeme, aus denen diese Determinante zu- 
sammengesetzt ist, nur 2r Colonnen enthält, so müssen in derselben alle 
partialen Determinanten (2r-+-1)ten Grades verschwinden. 

Dieser Satz lässt sich leicht umkehren. Wenn in der Determinante 
(20.) alle partialen Determinanten (2r+1)'en Grades verschwinden, so gilt 
dies auch für das Elementensystem, das man aus (20.) durch Unterdrückung 
der (»a-+1)ten Colonne erhält. Die aus den letzten 2r Zeilen und Colonnen 
gebildete Determinante ist gleich 1, also nicht 0. Bestimmt man daher die 
Werthe der Unbekannten 


U, u I CO, —/,1; a —},,, MB u } 


aus 2r linearen Gleichungen, deren Coefficienten die Elemente der letzten 
2r Zeilen jenes Elementensystems sind, so genügen dieselben auch jeder 
Gleichung, deren Coeffieienten die Elemente irgend einer Zeile desselben 
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bilden. Aus den 2r Gleichungen 
a.’ ce + ne + a,’ Ü, 


n 


tolgen also die Gleichungen 
a0 +--+ar, = al, +: +e)/V.. 


ıdı tr +ta.e. = aVV,.., +. ta V,-ar ’Vy, — al V, (a=1l,...n). 


[73 


Multiplieirt man die letztere mit #, und summirt nach «, so erhält 
man. wenn man noch zur Abkürzung 


n 


au, + ta" u, U (0 = 2 ... 2r) 


r-+n „ 
S R 


(19) Zia,un = ZU, V,.,—U,,’. 


) 
(Ü,,, 


Da die Determinante (11.) eine Unterdeterminante von (20.) ist. so 


müssen auch in ihr alle partialen Determinanten (2r-+1)ten Grades ver- 
schwinden. Daraus ergiebt sich leicht, dass auf dem oben angegebenen 
Wege alle Transformationen der Formen U und W in die Formen (18. 
und (19.) gefunden werden. 


$. 10. 
Allgemeinste Transformation zweier Formenpaare von gleicher Invariante 
p= ?r in einander. 

Unter den im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen 
müssen in der Determinante (15.). die eine Unterdeterminante von (20.) ist. 
alle partialen Determinanten (2r-+1)ten Grades verschwinden, weil sie dureh 
Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 


(1) (r) 


a) ... a ) 


( (?) r+1 (? } 
a, a, at)... am —a”) ... at 


(1) 


a“ (r) 


n 


r+1 2% rt ?r r 
A u ar)... aan) a” .„.. -—a” 


entsteht. Wenn in diesen Systemen die Determinanten 2rten Grades sämmt- 
lieh Null wären, wenn also die 2r Formen U,,.... U, nieht unabhängig 
wären, so würden aueh in (15.) alle partialen Determinanten 2rten Grades 
verschwinden. Ist also 2r gleich dem höchsten Grade m der in (15.) nicht 
verschwindenden Unterdeterminanten, so müssen jene 2r Formen unabhängig 
sein. Folglich ist die rechte Seite der Gleichung (19.) eine alternirende 
bilineare Form der 2.2r wnabhängigen Variablen U, ... U,:V.....YV 
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während die rechte Seite von (18.) eine lineare Form von U. ... U 


’ 


ist. Diese Formen sollen die redueirten Formen von U und W zenannt 
werden. 

Bei dieser heduetion ist weiter keine Annahme über das gegebene 
Formenpaar gemacht worden, als dass seine Invariante p den Werth m = 2r 
habe. Ist also ein zweites Formenpaar derselben Invariante gegeben, so 
lässt es sich auf die Gestalt 


Za,5U,05 EUR... -U..V,, 
ap f En S r Tg g + 
ex — veUÜ 
au, = Zı6V, 
bringen, wo U), .... U,, 2r unabhängige lineare Formen von «, ... %, 


und V;. ... Y;. die nämlichen Formen von e®,,.... v, sind. und wo man 


für c,, ... ce, dieselben Grössen nehmen kann, wie in (18.) *). 


/ 


Setzt man daher 


U,=-U, wm V7,=YV e=1,... Zr), 


0” [E 
“ % 


so wird das erste Formenpaar mit dem zweiten identisch. Da U,,... U,, 
(und ebenso U,, ... U,,) unabhängig sind, so kann man zu diesen 2r 
linearen Formen noch »—2r andere U;,.,,. ..- U, (U,,.,. -.. U/) hinzu- 
fügen, die mit ihnen zusammen » unabhängige Formen von &, ... =, 


(As ».. 4,) bilden. Löst man dann die Gleichungen 


U=WÜ =lL...%#) 


(dı [Fi 


nach ,. ... a, oder #,. ... a, auf, so erhält man eine Substitution, welehe 
mit der congruenten die beiden gegebenen Formenpaare in einander über- 
führt. Folglich ist für zwei Formenpaare die Uebereinstimmung der In- 
variante p = 2r die hinreichende Aequivalenzbedingung "*). 

Es ist leicht zu beweisen, dass auf diesem Wege alle (eongruenten) 
Transformationen der beiden Formenpaare in einander gefunden werden. 
Denn sei (d.) irgend eine Substitution, vermöge deren 


= 
> . u Ei u > >> 
Za,u0; = 2a ,ur und Za,w,=Za,u, 
*), Sollten @,, ... a, alle Null sein, so wäre dies nur möglich, wenn auch 


A, ... a, alle verschwinden. 
*#=) Dazu kommt noch selbstverständlich die Bedingung, dass zugleich mit 
A, ... a, auch a,, ... a, alle verschwinden. 
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u \ mi 


wird. Dann lassen sich, wenn ©, ... ec, gegebene Uonstanten sind, 2r 
unabhängige lineare Formen U, von «,, ... @, so bestimmen, dass 


a, = ZUV,,-—-U,,V/), und Za,u,==ecU, 
ist, wo V, dieselbe Function von v,, ... ©, ist, wie U, von ı, ... , 
Wenn nun U, und V, dureh die inverse Substitution (5*.) in U, und V, 
übergehen, so verwandeln sich diese Gleichungen dureh dieselbe in | 
= 0,40% = ZU V,,,—U,,,V), und Zau,=e,U,. 
Nach S. 9 sind daher die Functionen U, und V, unter denen enthalten. 
welche durch das m $S. 8 und S. 9 angegebene Verfahren gefunden werden. 
Zu den aus (5.) folgenden 2r Gleichungen U,—= U, kann man stets noch 


»—2r hinzufügen, welche zusammen mit jenen 2r die Gleichungen (3.) 


vollständig ersetzen. Bringt man also von zwei gegebenen Formenpaaren 
das eine in einer bestimmten und das andere in der allgemeinsten Weise 
auf die reducirte Form, so enthalten die Gleichungen 

U,=TL, gel... rn 


die allgemeinste (congruente) "Transformation der beiden Formenpaare in 
einander. Jede Transformation kann folglich auf eine solche Gestalt ge- 
bracht werden, dass sie nur p (= 2r) nothwendige, dagegen n—p überflüssige 
Gleichungen enthält, welche fortzelassen werden können, ohne dass die 
Substitution aufhört, das eine Formenpaar in das andere überzuführen. 


$. 11. 
Die Aequivalenz der Formenpaare von ungerader Invariante p = ?r--1. 

Der Fall, dass die Invariante p des gegebenen Formenpaars eine 
ungerade Zahl m+1=2r-+1 ist. dass also in der Determinante (15.) m, 
in (16.) aber m+2 der höchste Grad nicht verschwindender Unterdetermi- 
nanten ist, lässt sich leicht auf den eben behandelten zurückführen. In 
diesem Falle gehört die lineare Form U zu der zweiten der in $. 7 näher 
charakterisirten Gruppen, lässt sich aber leicht durch Subtraction einer 
anderen linearen Form 

U, = a ’u+"+ar’u, 
in eine Form der ersten Gruppe verwandeln. 

Man kann z. B. U,= U nehmen. Die allgemeinste derartige Form 
erhält man aber, indem man U,— U gleich einer homogenen linearen Function 
der Ableitungen von W mit willkürlichen Coeffieienten setzt. Da dann 
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die Invariante des Formenpaares U—U,. W gleich 2r ist, so kann man 


die linearen Formen 
U, = a”’w+'+a’u,, 
vr, = art ta o,, 


0 


so bestimmen. dass 


Tr 
0 
IP) Wu zuV.,—-Eu,YV 
wird, wo €, ... ec, beliebig gegebene Uonstanten sind, die im Falle U,= U 


alle gleich Null sein müssen, sonst aber nicht alle verschwinden dürfen. 
Wenn umgekehrt die Formen U und W in irgend einer Weise auf die 
Gestalt (18*.) und (19*.) gebracht sind, so ist die Invariante des Formen- 
paars U—U,, W gleich 2r, und daher wird U, in der oben angegebenen 
Weise gefunden, und dann liefert das in 8.8 und S. 9 angegebene Verfahren 
die Formen U,, ... U,. Der hier eingeschlagene Weg führt also zu der 
allgemeinsten Reduction des gegebenen Formenpaars auf die Formen 
(18*.) und (19*.). 
Aus diesen Gleichungen folgt aber, dass 


= y” (0) (r+o)_ ( te) (@) 
daß 14, A; A. a, 
= u t+ Fe, 


ist. Daher entsteht die Determinante (16.) durch Zusammensetzung der 
beiden Elementensysteme 


0 .r .. ir a) 0 at)... a? a) ... —al” 
Va) aW) ES. a) 0 ar ... ar) a)... ar 
m m zZ 7° TER: 0  1e a ee 


Da nun in der Determinante (16.) der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten 2r+2 ist, so können in diesen Systemen nicht alle 
Determinanten (2r-+2jten Grades verschwinden. und daher sind in dem 
Elementensystem 


a) a (a=]1l....n) 


[04 u 


N ER 


(£ 


nicht alle Determinanten (2r+1)ten Grades Null. Folglich sind die 2r+i 
linearen Formen U,, U,, .... U,, unabhängi 


&, und die reehten Seiten der 
34* 
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Gleichungen sind eine lineare und eine alternirende bilineare Form der 
2r-++1 unabhängigen Variablen U,, U. ... U,. Dieselben sollen die redu- 
eirten Formen von U und W genannt werden. 

Nunmehr lassen sich die im vorigen Paragraphen für die Formen- 
paare gerader Invarlante abgeleiteten Sätze ohne Weiteres auf die ungerader 
Invariante übertragen. Für zwei gegebene Formenpaare ist die Ueberein- 
stimmung der Invariante p die hinreichende Aequivalenzbedingung. Die 
allgemeinste Transformation zweier Formenpaare pe" Klasse in einander 
wird gefunden, indem man das eine in einer bestimmten, das andere in der 
allgemeinsten Weise auf die redueirte Form bringt, und dann die p Variablen 
der einen redueirten Form denen der andern der Reihe nach gleich setzt. 
Jede Substitution kann auf eine solche Gestalt gebracht werden, dass sie 
nur p nothwendige, dagegen »—p überflüssige Gleichungen enthält. 


Ss. 12. 
Ueber die Transformation einer bilinearen Form in eine andere mit weniger Variablen. 


Die Ableitungen der bilinearen Form 


7 n 
w - Fi A,5U.03 


a,ß 
(die nicht alternirend zu sein braucht) mögen mit 


oW - .0W 
U = = Sa,,0, v.= a 
ß l t f 


OUug 


= 3a,;u, 


03 


bezeichnet werden. Geht sie durch die Substitutionen 


\ a n 4 ach n f 
(a. ) U. = Sı Tar U, B) O4 Base 1 Ya ©); 
x / 


deren Determinanten von Null verschieden sind. in 
! es ! ' ’ 
W' = Fa), u,v; 
über. so ist 
A; - Ss A, 27V ar Y3 2) 


a, 


oder wenn 
S 0,3 Yp} ug U; > S 0,p Tax zu J . 


v# 
gesetzt wird, 
ad.” = Tox U. S Ya J Pxr° 
( pP 


%. :.. ©, ent- 


nn 


Die Form W’ möge nur die Variablen , ... ,; 


m» 


halten. Bezeichnet also v» eine Zahl von m-+1 bis », z und A aber Zahlen 








ler 


lu- 


'n- 


ler 
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von 1 bis z, so muss 


a,=0, ad,=0 


7 


sein. Da aber die Determinante x,, der » linearen Gleiehungen 


d£ 


el, ed Be eh 


PAR 


von Null verschieden ist. so muss 


U. = Ba, 4, = 0 
sein, es müssen also 
f, a IE PR v=m-+l,...n 


»—m Lösungen der Gleichungen 


(Y.) UÜ.=230,%=V al ..: 


sein. Da die Determinante „ten Grades 'y,,; von Null verschieden ist, so 
können auch nicht alle partialen Determinanten (n—m)te® Grades des 
Systems y,, verschwinden, und daher sind die »„—-m Lösungen (?.) unab- 


hängig. Ebenso sind 


(d.) I, +. &% (v=m+l,...n) 


ny 
n—m wnabhängige Lösungen der Gleichungen 


(€) V; == ZA,sU, — 1 (9 =  ° 


r 


Damit aber die Gleichungen (y.) oder (e&) »—m verschiedene Lösungen 


haben. missen in dem Klementensystem 7 alle partialen Determinanten 


m--1)ten Grades verschwinden. 

Wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt ist, so haben die Glei- 
chungen (y.) a—m verschiedene Lösungen (?.) und die Gleichungen («.) 
n—m verschiedene Lösungen (d.). Da die Lösungen (/?.) unabhängig sind, 
so kann man die Grössen 

rn (sel u 


so bestimmen, dass die Determinante »ten Grades 9;,| nicht Null ist. Des- 
vleichen kann man die Grössen 


u ml, ... 0) 


so wählen, dass 'x,, nieht verschwindet. Dann verwandelt sich die Form 
W durch die Substitutionen (e.) in eine Form W’, welche nur noch 
m Variablen jeder Reihe enthält, und wie oben bewiesen, ist dies die 
allgemeinste Weise, eine bilineare Form, in deren Coeffieientensysteme alle 
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partialen Determinanten (m-+1)ten Grades verschwinden, in eine andere von 
m Variablenpaaren zu transformiren. 

Wenn die Form W symmetrisch oder alternirend ist, so sind die 
Gleichungen (y.) mit den Gleichungen (e.) identisch. Daher kann man 
zunächst 

v=m+l,...n) 


und dann auch 


Yau — Lau (u = 1. win m ) 


wählen, so dass die Substitutionen («.) eongruent werden. (Vgl. Darboux, 
Liouv. Journ., Ann. 1874, p. 359 — 365.) 
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on 
lie , ” da . rs 
n Ueber die Integrabilitätsbedingungen für ein System Iineareı 
Differentialgleiehungen erster Ordnung, 
8. 13. 

Ueber adjungirte Systeme totaler und partieller Differentialgleichunzen 

Sei 
2 | 21.) a"tda,+.-+a de, = 0 (sel... m) 


ein System von m(<{nr) unabhängigen linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, deren Coeffieienten a“) gegebene Funetionen von &,. ... x, 
sind. Die Differentialgleichungen heissen unabhängig, wenn keine unter 
ihnen aus den anderen linear zusammengesetzt werden kann, oder wenn 
die Determinanten mten Grades der Coeffieienten nicht alle verschwinden. 
Multiplieirt man sie mit irgend welchen Functionen von z&,, ... z, und 
addirt sie, so sagen wir von einer solchen linearen Verbindung 


(22) ade + :-+a,de, =. 


sie gehöre ebenfalls dem Systeme (21.) an. Auch kann dieses Gleichungs- 
system durch irgend m unabhängige lineare Verbindungen seiner Gleichungen 
ersetzt werden. 

Es kann sein, dass sich unter den linearen Verbindungen der Diffe- 
rentialausdrücke (21.) auch eine findet, welche das vollständige Differential 
df einer Function f(z,,...x,) ist. Dann nennen wir die Gleichung f=«, 
wo «a eine willkürliche Constante ist, ein Integral der Differentialgleichungen 
(21... Mehrere Funetionen fi, ß&. -.. sind bekanntlich unabhängige oder 
nicht, je nachdem ihre Differentiale df,, dfz, ... unabhängige lineare 
Funetionen der Differentiale de,. ... de, sind. oder nieht. Aus dieser Be- 
merkung folgt, dass m Differentialgleicehungen (21.) nicht mehr als m un- 
abhängige (verschiedene) Integrale haben können. Denn es lassen sich über- 
haupt nieht mehr als m verschiedene Verbindungen der Differentialausdrücke 
(21.) bilden, also auch nicht mehr als m solche, die vollständige Diffe- 
rentiale sind. 

Ein System von m linearen Differentialgleichungen, das m wunab- 
hängige Integrale hat, soll ein vollständiges System genannt werden. Ist 
=n—1 (oder rn), so ist das System (21.) stets ein vollständiges. 
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Je nachdem sich der Ausdruck 
of a 
df = — dat +: f de, 
ox, OR, 


linear aus den Ausdrücken (21.) zusammensetzen lässt, oder nicht, ver- 
schwinden in dem Elementensystem 


ia’ 


\ 


a | 
[or öf 

OL, Or, 
alle oder nieht alle Determinanten (m+-l)ten Grades. Setzt man aber diese 
Determinanten gleich Null, so erhält man ein System homogener linearer 
partieller Differentialgleichungen (Vgl. Hamburger, dieses Journal Bd. 31. 
S. 252), das demnach ebenso viele Lösungen hat, wie das System (21. 


Integrale. Damit aber alle Determinanten (m-+1)ten Grades in (23*. 


e } VE!- 
schwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass alle Werthe von a, ... %,. 


welche den Gleichungen 
(10.) at“) dt + a“) u = 


genügen, auch die Gleichung 


© | of 
ni ut 4+ = _ | 
ox, OX, 
befriedigen. Sind also 
a: A v=1,...n—m) 


n—m verschiedene Lösungen der Gleichungen (10.), so sind 


23) Ar. 4m =0 W=1,...n-m) 


IE, OL, 


»— m unabhängige partielle Differentialgleichungen, denen jede Funetion / 
genügt, welche, gleich einer willkürlichen Constanten gesetzt, ein Integral 
der totalen Differentialgleichungen (21.) bildet. Daher soll (23.) oder (23*.) 
das dem System totaler Differentialgleichungen (21.) adjungirte oder zuge- 
hörige System partieller Differentialgleichungen genannt werden. (Vel. 
Boole, Differential-Equations, Suppl. Vol. Chapt. XXV, p. 75—78.) Ist das 
System (21.) ein vollständiges, so ist die Anzahl » der Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichungen (23.) gleich der Differenz zwischen der An- 
zahl der unabhängigen Variablen » und der Anzahl der Gleichungen 2» — m. 








las 
Al- 


‚D- 


Ni: 
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Ein solches System wird nach Clebsch (dieses Journal, Bd. 65. p. 258) ein 


vollständiges genannt. 

Sei jetzt umgekehrt ein System von n—m unabhängigen partiellen 
Differentialgleichungen (23.) gegeben. Zu demselben rechnen wir auch jede 
lineare Verbindung dieser Gleichungen. Haben dieselben eine Lösung f, 
so haben die linearen Gleichungen 


(13.) APu + +APu,=0 (v=l1l,... n—m) 
die Lösung 
of © 
U, — 7 4 en U, _— f ® 
Oz, ' Or, 


Sind nun 


(BE u (Mu 


m unabhängige Lösungen der Gleichungen (13.). so lässt sich aus ihnen 
jede particuläre Lösung, also auch die eben erwähnte, linear zusammen- 
setzen. Folglich lässt sich der Ausdruck 


öf iR 
EPTUETER DE BP 
or, OL, 
aus den Ausdrücken 
a) da, + +-+al de u=],... m) 


linear zusammensetzen, und daher ist nach der obigen Definition die Glei- 
chung f=e« ein Integral der Differentialgleichungen (21... Da dieselben 
gebildet werden, indem jede Lösung der linearen Gleichungen (13.) in die 
Gleichung 


de, u, +: +de,u, = 0 


eingesetzt wird, so können sie auch erhalten werden. indem die Determi- 
nanten (a—m-+-1)te2 Grades des Elementensystems 


(1) 1 
A, a Te A! , 


91* 
EI) \gmm ,,, 4emm 
FR u 
gleich Null gesetzt werden. 
Das Gleichungssystem (21.) oder (21”.) soll das dem System par- 
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tieller Differentialgleichungen (23.) zugeordnete oder adjungirte System totaler 
Differentialgleichungen genannt werden. 

Die Anzahl der Lösungen der partiellen Differentialgleichungen (23.) 
ist gleich der Anzahl der Integrale der zugeordneten totalen Differential- 
gleichungen (21... Je nachdem die einen ein vollständiges System bilden 
oder nicht, bilden auch die anderen ein solches oder nicht. Die Bedingungen 
dafür, dass das System totaler Differentialgleichungen (21.) oder das adjun- 
girte System partieller Differentialgleichungen (23.) ein vollständiges ist, 
sollen die /ntegrabilitätsbedingungen genannt werden. 


8. 14. 


Ableitung der Integrabilitätsbedingungen aus der Jacobi-Clebschschen Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen. 

Damit das System partieller Differentialgleichungen (23.) ein voll- 
ständiges sei, ist nach Jacobi und Clebsch (dieses Journal, Bd. 65, S. 258) 
die folgende Bedingung nothwendig und hinreichend. 

Sind 


P 7050 > AUTRRRN yo BER 


or, "Os 


B(N=B 2-4... +B,2..=0 


j OLn 
irgend zwei der Differentialgleichungen (23.) (oder lineare Verbindungen 
derselben), so muss auch 


4 OLn 


A(B(f))— B(A(f)) = (A(B,)— B(A,)) = +++ (A(B,)—B(A,)) . 0 


dem Systeme angehören. Es müssen also alle Werthe 
7 Re © 7 

welche den Gleichungen (13.) genügen, auch die Gleichung 
= (A(B.)—B(A.))a, — 0 


befriedigen, welche ausgerechnet 


lautet. Nun ist aber 
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T | und daher 
oA, .. oA, er oB. & OA, 
| S—-—-—-u=-3 A, 2———a,=-3B 
.) a 023 a 023 a 073 a r 072 
|- \ ® rg ® 
An Stelle der obigen Gleichung kann man also setzen 
n 
2 le ca 
N -3 4B,——- +2B, 4. =), 
a,f 043 a,p OT 
l- 
. oder wenn man zur Abkürzung 
Od, 043 
6.) a = ——— — 
0235 OL. 
setzt, 
za,A.B; 0. 
In dieser Gleichung braucht man für A,. ... A,; B.. ... B, mur 
u je zwei verschiedene Reihen der Grössen (12.) und für @,. ... a, nur der 
Reihe nach die Grössen (14.) zu nehmen. Dann ist sie auch (Vgl. Clebsch, 
dieses Journal Bd. 65, 8.258) erfüllt, wenn man 
= am,a, A, =2r4P, B,= 2,4 
setzt. Denn ihre linke Seite geht, wenn man 
(4) oaS 
6.) = —— — 
f 023 OL. 
| [3 
setzt, ın 
| .. Om, n om,N ö 
= (m, ar, A’ s,AY’+ (ao EP 7) Bad: )r A“ 's, A) 
, j | \“ 09 O2, Bw 


über. wo sich die Summation auf alle Indiees erstreckt. Dieser Ausdruck 
ist aber aus den Summen 


Sa, Ar. 1 B- a.) A, 3 a‘) A 
| . e- 


linear zusammengesetzt, von denen die erste nach der Annahme, die beiden 
anderen nach Gleichung (11.) verschwinden. 

Damit das System totaler Differentialgleiehungen (21.) ein voll- 
ständiges sei, ist also nothwendig und hinreichend, dass die m alternirenden 
bilinearen Formen (Covarianten) 


MW, za Sa U,0; 


a@,p 


verschwinden, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der linearen 





30” 
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Gleichungen (10.) gesetzt werden. Bedeutet (22.) (wie stets im Folgenden) 
irgend eine der Gleichungen (21.) oder eine lineare Verbindung derselben, 
so verschwindet dann auch die Covariante 


W= Za,,u0;, 


wenn zwischen den Variablen die linearen Gleichungen (10.) nebst den con- 
gruenten bestehen. 


$. 15. 
Direete Ableitung der Integrabilitätsbedingungen nach Deahna. 

Das im vorigen Paragraphen erhaltene Resultat hat Deahna (dieses 
Journal, Bd. 20, S. 340) direet ohne Zurückführung der totalen Differential- 
sleichungen auf partielle abgeleitet. Sein Beweis ist, in einer mehr sym- 
metrischen und algebraischen Form dargestellt, der folgende. 

Haben die totalen Differentialgleichungen (21.) m verschiedene Inte- 
srale ı = &, ... fu = %., So nehme man zu den m unabhängigen Functionen 
fir :-- fi, noch a—m andere Functionen &, ... 4,_„ von 2, ... z, hinzu, 
welche zusammen mit jenen » unabhängige Functionen bilden. Dann sind 
auch z&,, ... x, rn unabhängige Funetionen von fi, «+: fu: ts»: #£, 
und folglich ist die Determinante 


77) 


OLn OLm +1 Or, 


Ofm ot, Oln—m 


von Null verschieden. Daher können in den letzten n—m Colonnen dieser 


. . y oT, . . 
Determinante, d. h. in dem Elementensystem - -z nicht alle partialen De- 
ot, 


terminanten (»n— m)ten Grades verschwinden. Es gehe nun der Differential- 
ausdruck (22.) in 
9: df, + > + I df,. + h, dt, + oh + ER dt. m 


über, wenn man fıs +++ fas bs, --- L,_, an Stelle von z,,.... x, als unab- 
hängige Variable einführt. Da (22.) verschwindet, wenn dfi, ... df, Null 
sind, so muss 


h,dt, + -+h, „dt,_, 0 


sein, ohne dass zwischen den Variablen f,, ... £,_, eine Relation besteht. 
es muss also 

| or or, | | 

(@.) h,=4,- | Aa 0° — =) v= a. RN —M) 


y $, £ 








nn) 
n. 


Il- 


n 
U, 
ıd 
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sein. Folglich muss auch (Vgl. $. 2) 


Ö OL, Ö 0x , z Or OXa 
9 zur) 2 (due) zu, nn 
i ol, 104 ol, ol, a ol, da pP . al, ol, 


sein. 
Die Gleichungen («.) und (?.) gelten unter der Voraussetzung. dass 
in den Functionen a, und a,, die Variablen &,, ... x, durch &, ... 


Ey... 0, ausgedrückt sind. Wenn aber ihre linken Seiten als Functionen 

der » unabhängigen Variablen #4, ... 4,_., %,... @, identisch verschwinden, 

so müssen sie es auch, wenn man an Stelle dieser Variablen Funetionen 

von irgend welchen andern, z. B. f,(&,...x,) für «, und für £, seinen Aus- 

druck in &,, ... x, einsetzt. Dann erhalten aber die Zeichen a, und a,; 
© 


wieder ihre ursprüngliche Bedeutung, während ,“- in eine Function von 


» 


T. oe 


„ übergeht, die wir mit x’ bezeichnen wollen. Diese Functionen 
genügen identisch den Gleichungen 


Y) HE” + ta, = (, 


((.) Za,ı al’ = 0. 
a,p 


Da die erste derselben die m Gleichungen 
aa +. Haar) (u=],... m) 
repräsentirt, so sind 
Bi, te Wa, ... ao 
n—m Lösungen der Gleichungen (10.). Die Determinanten (2 — m)'e® Grades 
der Grössen x’ sind Funetionen von &, ».. 2. Wären sie identisch 


Null, so würden sie es auch bleiben, wenn man für &,, ... x, ihre Aus- 
drücke in &,, ... bay fıs --- f,, Setzen würde, Die Determinanten (»r —m)ten 
{ . OL, . . 4 .. N . « 

Grades der Ableitungen ,,-, in welche die Grössen 27’ durch diese Sub- 


stitution übergehen, sind aber nicht alle Null. Daher sind die n—m 
Lösungen (y.) unabhängig, und jede andere Lösung der Gleichungen (10.) 
lässt sich aus ihnen linear zusammensetzen. Sind also A, ... A,; B.. ... B, 
irgend zwei Lösungen dieser Gleichungen, so ist 


A,=&r,.®, B,=2s,.2% 


2 
pP 


und daher 


- Au8 A, B; .;; sr, 5 (z Auß = 2%) rn 0. 
a,; 0,0 . a, . 
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Sollen also die Differentialgleichungen (21.) ein vollständiges System bilden, 
so muss die Covariante 

W = Fa,u0; 
(welche m bilineare Formen W,, ... W,, repräsentirt) verschwinden, wenn 
für die Variablen irgend zwei Lösungen der Gleichungen (10.) gesetzt 
werden. 

Dass die als nothwendig erkannten Bedingungen auch hinreichend 
sind, beweist Deahna folgendermassen: 

Wie oben gezeigt, bleiben diese Bedingungen erfüllt, wenn die ge- 
gebenen m Differentialgleichungen (21.) durch m unabhängige lineare Ver- 
bindungen derselben ersetzt werden. Sie bleiben aber auch, weil die Formen 
W nach $.2 Covarianten sind, bestehen, wenn an Stelle von &,, ... z, 
neue Variable &,, ... x, eingeführt werden. Ich werde nun zeigen, dass 
es durch Anwendung dieser beiden Umformungen möglich ist, den gegebenen 
Differentialgleichungen m andere zu substituiren, welche eine Variable 
weniger enthalten. 


Zunächst betrachte ich den speciellen Fall, in welchem das Difte- 


rential einer bestimmten Variablen, etwa dr,, in allen Gleichungen (21.) 
den Coeffieienten Null hat. Unter den Determinanten mten Grades der 


Grössen a‘, die nicht alle verschwinden, sei 


M= Z+ta®...a" 


m 


von Null verschieden. Sind dann a,, ... a, beliebig gegebene Grössen, so 
kann man stets eine lineare Verbindung der Differentialausdrücke (21.) 
bilden, in welcher die Coeffieienten von d,, ... d«, die Werthe a, ... a 
haben, da zu dem Ende nur m lineare Gleichungen von nicht ver- 
schwindender Determinante M aufzulösen sind. Man kann folglich eine 
lineare Verbindung der gegebenen Differentialgleichungen 
(22) ade, + +a,de„ta,.de„.ı+'+ta,\ıde,_, = 0 
bilden, in welcher «,, ... a, die Variable x, nicht enthalten. Dann muss 
die bilineare Form 
W = Za,uts 

für jedes Paar von Lösungen der Gleiehungen (10.) verschwinden. In 
einer solchen Lösung ist aber der Werth von e, ganz willkürlich, weil e, 
in allen Gleichungen (10.) den Coefficienten Null hat. Daher muss in W 
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der Factor von e, 


\ ca, +1 ı Oa,_ı 
(d.) "oe Uurıt + : U. 
OL, OL, 


verschwinden, wenn %,, ... 2,_, den Gleichungen 


n—1 
aa, +. +al) u. = #) (u = 1. ...: M) 

eenügen. Bei der Auflösung dieser Gleichungen kann man aber, da M 

von Null verschieden ist, den Grössen %,.1. --. %,_, völlie willkürliche 

Werthe ertheilen. Daher müssen in der linearen Form (d.) die Coeffieienten 


oa a | \ RN b 
rn —() sein. In dem Ausdruck (22.) kommt also die Variable x, iber- 
OLn 
haupt nicht mehr vor. 
Sind nun 5 (0, o=1,... m) m’ solehe Funetionen von &,, ... z,_.. 


dass die Determinante |,” von Null verschieden ist (z. B. bi” gleich O 
oder —1, je nachdem o und o verschieden oder gleich sind), so kann man 
m lineare Verbindungen der Differentialgleichungen (21.) bilden, in deren 
o'er der Coeffieient von dx, gleich 5’ ist. Dieselben sind unter einander 
unabhängig, weil 5’) nicht verschwindet, und enthalten die Variable =, 
nicht mehr, weil die Coefficienten der Differentiale dez,, ... de, von z, 
frei sind. 

Auf den somit erledigten speciellen Fall lässt sich der allgemeine 
dureh Einführung neuer Variablen zurückführen. Dies ist klar für m = »—1. 
Denn führt man die »—1 Integrale an Stelle von »—1 Variablen ein. so 
kommt in den transformirten Differentialausdrücken das Differential der „ter 
Variablen nieht mehr vor. Den Fall m <r-1 führt man auf den Fall 
m—=n—1 zurück, indem man zu den gegebenen m Differentialgleichungen 
noch 2a—m-—1 andere (z. BD. de, ..=0,... dx, = 0) hinzunimmt, mit anderen 
Worten: 

Sei A,, ... A, irgend eine Lösung der Gleichungen (10.), in der 
etwa A, von Null verschieden sei. Dann haben die Differentialgleichungen 
aen.ste e Ar... A 
n—1 Integralgleichungen, die a—1 willkürliche Constanten &,, ... z,_, ent- 

halten, und die auf die Form 

e) =,=9l8, 8, .:.. 2.1) (a=l, :.. »-l) 
sebracht werden können. Da folglich 
op, Opn—ı 1 


OL, OX, 
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ist. so ist auch 
O0 Opn_ 
A... tier 5 ve. 1 


n—1 ” n Or, . u...» Ox, . - 
und da A,, ... A, den Gleichungen (10.) genügen, und 


au r'"+4,Uu, _. 0 


eine lineare Combination derselben ist, so ist 


Op 
++, 4a, = 0, 


n» 


Ö 
a, en. 
öx, 
falls man in den Functionen a,, ... a, für die Variablen z,, ... z,_, die 
Ausdrücke 9, ... 9,_ı einsetzt. Führt man nun an Stelle von z,, :.. & 


mittelst der Gleichungen (e.) die Grössen &,, ... z,_, als neue Variable 
ein, so wird 


n—] 


un dx, + TER +a,de, nn a,dc,+'+a,_,dz,_ı+ a,dz, , 


! op Ofn—ı 
= 4.40, ro, - 
n n 


ist. Die neuen Differentialgleichungen enthalten demnach dx, nieht mehr. 
lassen sich also durch m unabhängige lineare Verbindungen ersetzen, in 
denen x, überhaupt nicht mehr vorkommt. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens führt man die m 
gegebenen Differentialgleichungen (21.) zwischen » Variablen auf m Difte- 
rentialgleichungen zwischen m unabhängigen Variablen f}, ... f zurück, 

(C) AYdf+--+hmdf,„=0 (u=1,... m), 


welche, wenn fi, ... f„ durch &,, ... z, ausgedrückt werden, lineare Com- 
binationen der Gleichungen (21.) sind. Da die m Ausdrücke (Z.) unab- 
hängig sind, so lassen sich auch umgekehrt dfj, ... df, aus ihnen, also 
auch aus den Ausdrücken (21.) linear zusammensetzen. Es giebt also m 
unabhängige lineare Verbindungen der Ausdrücke (21.), welche vollständige 
Differentiale sind, und daher bilden die Differentialgleichungen (21.) ein 
vollständiges System. 


S. 15. 
Zweite Form der Integrabilitätsbedingungen. 


Wir haben bereits in $. 9 die Bedingungen ermittelt, die nothwendig 
und hinreichend sind, damit die bilineare Form 


W = 24,5 UCs 
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verschwindet, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der linearen 
Gleichungen (10.) gesetzt werden. Dieselben lassen sich dahin zusammen- 
fassen, dass in der Determinante 


d;; . u B d,, da, . . . d; 
(1) ( 
| d,; GE A,, a‘ 2 
(24.) 
-aM) 2... -a. 0 a 
lie - a) ... -a" 0 ...%0 
Bi alle partialen Determinanten (2m +1)ten Grades verschwinden. 
le Zu dieser zweiten Form der Integrabilitätsbedingungen (in der für 
die Coeffiecienten von W der Reihe nach die von W,. ... W, zu setzen 
sind) kann man direet auf folgendem Wege gelangen. Sind dfi. ... df, m 
verschiedene Verbindungen der m Differentialausdrücke (21.). so sind auch 
umgekehrt letztere m unabhängige Combinationen von dfi. ... df 
hr. (e.) amdat ta de, = gi dfit+ +9 df,. 
ın Sollte das gegebene System von Differentialgleichungen ausser den m un- 
abhängigen Gleichungen (21.) noch andere 
mi A } 2 
“ ade, + +al’da„,=V (k=mHl,...D 
enthalten, die lineare Verbindungen derselben sind, so sollen dieselben #ber- 
zählige genannt werden. (Vgl. Christoffel, dieses Journal Bd. 68, p. 247. 
Da sich ihre linken Seiten auch aus dfi, ... df, linear zusammensetzen 
ıll- ». 
h lassen, so bestehen auch für «= m+1, ... ! Gleichungen von der Form («.) 
b- 
| aus denen folgt, dass 
S0 
| Of } 
m a) — gr) — tg - Bel ... mu mtl, ... 0 
=gq © Pa | In OL Ä 
ie 
in ist. Ist endlich (22.) irgend eine der Differentialgleichungen (21.) oder 
eine lineare Verbindung derselben, so ist auch a, von der Form 
of, = 
= —, 
a 1 It tr Im, 
und folglich ist 
ig Ä O4, 043 BRdL ou Ofu Ogu 
B) a Ze  _ gu _ ir In. 
023 O8, = OX, 003 023 0X, 


Durch Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. 
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nn 


fun 09 Ogm og, m _ A 


O2, Om, or, or, ox, or, 


n En - r 
OL OL, OLn OX, OL, 


u. u 0 


n n . n 2 
og, Ogm og, O(m of, 


(2) 


(! l l 
ee ., MW ... 


entsteht daher die Determinante 


a9 ... -ad 0 °...0 


Da jedes der beiden Elementensysteme nur 2m Colonnen enthält, so 
müssen in dieser Determinante alle partialen Determinanten (2m -+ 1)ten 
(Grades verschwinden. 

Ss. 16. 
Dritte Form der Integrabilitätsbedingungen. 

Unter den Determinanten m'er Grades des Systems a“, die nicht 
alle verschwinden, sei, wie oben 


M= 2+aV)...a 


von Null verschieden. Dann ist die partiale Determinante 2mten Grades 
der Determinante (24.) 


d,, N Me ER 5. 


Ad, Eu U, a‘ Be a‘) ) 
) = M’ 
a) ... -ı 090 °...00 


-— ) ... er 0 ..: 0 


m 


nicht Null. Damit also alle partialen Determinanten (2m -+1)ten Grades 
derselben verschwinden, ist nach $.5 nothwendig und hinreichend, dass die 
Hauptunterdeterminanten (2m +2)ten Grades Null sind, die man aus 
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ET "5. A;, Br ir 
a rn d,, a. a“ a 
d,; Om G,o d,o a‘ a), 
(@.) “ | 0) 
Fe A,, a, a a") 
-a) ... -a" -a”) —a 0 ...0 


0 


(vn) 


al 


al) ... —a -— 019) 0 ...o0 


erhält, indem man für e und o alle verschiedenen Paare ungleieher Zahlen 

von m-+1 bis » setzt. Daraus geht hervor, dass das System (21.) ein voll- 

(n— m)(n — m —1) 
> 


(A) a PMdz, +. +a"dx,-+ ade, ta de,=0 (u=l,... m), 


ständiges ist, wenn die Systeme 


WO Zur «+ 2, mit Ausschluss von x,, x, als Constante zu betrachten sind, 
vollständige sind. Nun sind aber die Determinanten («.) Quadrate. Anstatt 


0 5 0 Mage 
die Ausdrücke, deren Quadrate sie sind. zu berechnen, wollen wir diese 
PN 
dritte Form der Integrabilitätsbedingungen auf einem anderen Wege ableiten. 
Wir betrachten zunächst den Fall m =»—2, auf welchen sich nach 
der eben gemachten Bemerkung der allgemeine Fall zurückführen lässt. 
n—2 unabhängige lineare Formen von » Variablen 
it au, +. ta”) u, (u=l,... n—2) 
haben eine bilineare zugehörige Form 
a‘) Er 
S ) 
wer... ee . ZAREN,M. 
Ü, wa + 
r EN 
*) Da diese Form das Zeichen wechselt, wenn man U,,... U, mit V,,... V, ver- 
tauscht, so ist sie eine alternirende, es ist also A... = 0 und A, = — Az. Wählt 
man, was möglich ist, die 2» Grössen al" und al” («e=1|],...n) so, dass die De- 
® 7 } l n . . . y . 
terminante N= S-+a, '...a, nicht verschwindet, so geht jene Form durch die 
Substitution U, = ab 7, +-+al” U, («= 1,...n) (und die econgruente) in eine andere 
3 über (N(U,_ıV„— U„V„-ı)), welche nur zwei Variablenpaare enthält. Daher müssen 


($. 12) die partialen Determinanten dritten und höheren Grades des Systems A,, verschwin- 
den. Die Quadratwurzeln aus den Hauptunterdeterininanten vierten Grades liefern die 
bekannte Relation 

Aus A yÖ + Au, As; + Aus A;, = UV. 


’Y 
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wo U, ... U,; Vı. ... V, Variable sind, die den Veränderlichen «,, ... «, 
eontragredient, d. h. durch die transponirte Substitution zu transformiren 
sind. Sind aber ZA,,U,.V, und Fa,;u,e; eine Contravariante und eine 
Covariante eines Formensystems, so ist (Vgl. z.B. Aronhold, dieses Journal, 
Bd. 62, 58.339) FZA,sa.; eine Invariante desselben. Sind nun 


h—: Br Gn—2 


» — 2 unabhängige Integrale der Differentialgleichungen (21.), so geht der Aus- 
druck (22.) durch die Substitution , =, ... ,_. = z,_. in ade, + +a,_.de,_; 
über, wo @,_,=a,=( und daher auch 1 WERNE En 
n 

Folglich verschwindet für die »—2 Differentialausdrücke, in welche die 
Ausdrücke (21.) durch diese Substitution übergehen, die Invariante FA, sa,;, 
da die Determinanten A,; mit Ausnahme von A,_,. verschwinden, diese 
aber mit a,_,. multiplieirt ist. Wenn aber diese Invariante für das trans- 
formirte Formensystem verschwindet, so muss auch für das ursprüng- 
liche System 


(25”.) = A,50;3 = ( 


sein *). 

It m <n—2, so ist das System (21.) ein vollständiges, wenn die 
sämmtlichen Systeme (?.) es sind. Aus dieser Bemerkung ergeben sich 
(Vgl. Deahna, dieses Journal Bd. 20, S. 348) die Integrabilitätsbedingungen 
in folgender Form: Ist M von Null verschieden, und ist 


ad ... ad aD aD 


m 07 


al") Bere a‘) a") a‘) — S 44?) U, V,, 
S m y ‚ Eur 

U, u... U U, U, 

A  ; r 


in 0 
v 


‚pr 


O 


*) Ueber den genauen Sinn der oben gebrauchten Namen bemerke ich noch 


tolgendes: Gehen die Differentialausdrücke (21.) und (22.) durch die Substitutionen 
(2.) und (3.) in Yal“’ dx, und Na,dx, über, so sind die aus den Coeffieienten der 


u 104 

ursprünglichen und der transformirten Differentialausdrücke zu berechnenden Functionen 
J= 3 A.5a.; und = 3 A,,a.; bis auf eine Potenz der Substitutionsdeterminante 
2.3, Nicht identisch gleich, wie dies in der Algebra der Fall ist, sondern nur ver- 
möge der Gleichungen (2.). Wenn daher J’= 0 ist, so kann man nur schliessen, dass J 
vermöge der Gleichungen (2.) (d. h. als Function von x’, ... x„) gleich Null ist. Da 
aber diese Gleichungen die Veränderlichkeit von &,, ... x, nicht beschränken, so 
muss J auch als Function dieser Variablen identisch verschwinden. 









‚n 
IC 


SELL! OB 
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so MUSS 


(25.) Ay a = 09 (u=l,...m) 


sein, wo für eo, o alle verschiedenen Paare ungleieher Zahlen von m--] 
bis » zu setzen sind. Die linken Seiten der Gleichungen (25.) sind die 
(Juadratwurzeln aus den alternirenden Determinanten (e.). 


$. 17. 
Neue Ableitung der Integrabilitätsbedingungen. 

Die drei Formen, in denen wir die Integrabilitätsbedingungen auf- 
gestellt haben, können auch in der folgenden, sehr einfachen Weise er- 
halten werden. Die Differentialgleichungen (21.) bilden ein vollständiges 
System, wenn sich m unter einander unabhängige lineare Verbindungen 
ihrer linken Seiten bilden lassen, welche vollständige Differentiale sind. 


n 


df, = 360% (ade, +...+a"de,)) (A=1,...m). 
u e 


. r © / 4 y . . 
Setzt man den sich daraus ergebenden Werth z — ZGWa in die 


Gleichung (?.) 8.15 ein, so erhält man 


) ) o ur ’ 09; 
— (4) „) - — (+) „(u) 2 
dus = = G, a‘; 5 G, a; Se ); 
i ww Aa 09 (u) 
oder wenn man zur Abkürzung 26 2. b) setzt. 
/ ’ /La 
(26.) a, = (af b3 af br). 
u 


Daraus folgt erstens, dass die bilineare Form 


= 0,40; = [Zar u) (bir) - (Sa e;) (bi u.) 
hai u pP ı (e 


a, 
verschwindet, wenn man für die Variablen irgend zwei Lösungen der Glei- 
chungen (10.) setzt. 
Ist zweitens B,.... B, irgend eine Lösung dieser Gleichungen. 
1» 2 Fe) o > 
ist also 
(.) Bu +-+a®"B,=0, (u=|1,... m), 


so ergiebt sich aus (26.) Za,Bb; = Za (2b b,), oder wenn man 
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— B,;. setzt, 


(P.) Sa,B;+=Zaf'B,,, =0. =1l,... m) 


@ 
P 


Aus den Gleichungen (?.) und («.) lässt sich aber, wie in $. 9, schliessen, 
dass in der Determinante (24.) alle partialen Determinanten (2m +1)teu 
(srades verschwinden. 

Der dritten Form der Integrabilitätsbedingungen wollen wir eine 
mehr symmetrische Gestalt geben. Seien UP’ (ae=1,...n;v=1,...n—m-—2) 
willkürlicehe Grössen und sei 


1 
a, 


a‘”) ee 


UV) 
2 ZA, U, V; . 


. [2 
U‘ n— m—?) 
n 


la diese Determinante verschwindet, wenn man U,,... U,'t&ıeich a”, ... 


setzt. so ist identisch FA,,«’V, = 0 und daher 
a,» 


& A,s,a = U und ebenso PP, a — A), 
P 


ap 
a t 


Wenn man daher die Gleichung (26.) mit A,, multiplieirt und nach 
oe und 5 summirt, so erhält man 


(25°) ZA sa =. 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Function der will- 
kürlichen Grössen UV). Da ihre Coeffieienten einzeln verschwinden müssen, 
so fasst die Gleichung (25*.) die sämmtlichen Gleichungen (25.) in eine 
zusammen. 

Nach $. 3 kann man stets zwei Lösungen der Gleichungen (10.) so 
bestimmen, dass 


> 
Aus — A,B;—A;Bb, 


ist, eine Bemerkung, mittelst deren sich die dritte Form der Integrabilitäts- 
bedingungen unmittelbar auf die erste zurückführen lässt. 
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8. 18. 


Eigenschaften vollständiger Systeme. 
Die Gleichungen 
(@.) h=%, ::.. =, 
sind m verschiedene Integrale des vollständigen Systems (21.), wenn 
dfi, ... df„ m unabhängige lineare Verbindungen der Differentialausdrücke 
(21.) oder die letzteren m unabhängige Verbindungen der ersteren sind. 
Folglich verhalten sich die Determinanten mten Grades der Coeffieienten a, 


. . . y f Ö u 
wie die entsprechenden Determinanten mt°” Grades der Ableitungen -, 
Ola 
® . 4 U . > > of, Ofn 
und eine solche Determinante des einen Systems, z.B. F+- 1..." 
e or, Om 


verschwindet oder nicht, je nachdem die entsprechende des andern F+a...a”) 


n 


Null ist oder nicht. Ist ferner k<m, so ist eine aus den Elementen von 


. . . x 2 . 
irgend % Colonnen des einen der beiden Elementensysteme a“ oder dl 
OLa 


gebildete partiale Determinante Akten Grades eine homogene lineare Verbindung 
derjenigen partialen Determinanten Akten Grades, welche sich aus den ent- 
sprechenden %# Colonnen des andern Systems bilden lassen. Es miissen 
also alle Determinanten A'en Grades, die sich aus % Colonnen des einen 
Systems, etw: 


Au ef, | 
(P.) {LE RR. (vw=]1,... m) 


bilden lassen, verschwinden oder nicht, je nachdem alle Determinanten Aten 
(Grades, die sich aus den entsprechenden k Colonnen des andern Systems 


(u 


Y) @ 


I... a) v=1l ...) 


bilden lassen, Null sind oder nicht. 

Da die Functionen fi, ... f„ der Variablen x,, ... x, unabhängig 
sind, so müssen sie auch, als Funetionen gewisser m dieser Veränderlichen 
betrachtet, unabhängig sein. Nach solchen m Variablen lassen sich die 
Gleichungen («.) auflösen. Es kann aber sein, dass es Gruppen von m 
Variablen giebt, in Bezug auf welche jene Funetionen nicht unabhängig sind, 
es kann sogar der Fall eintreten, dass es Gruppen von k (<m) Variablen 
giebt. in Bezug auf welche keine k jener Funetionen unabhängig sind, nach 


oO 
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welchen sich also die Gleichungen («.) nieht auflösen lassen. Eine solche 
Gruppe bilden &,, ... x, oder nicht, je nachdem in dem System (?.), und 
folglich auch in dem System (y.), alle Determinanten Akten Grades ver- 
schwinden oder nicht. m verschiedene Integrale («.) der Differentialglei- 
chungen (21.) lassen sich also nach (= m) Variablen auflösen oder nicht. 
je nachdem sieh die Differentialgleichungen nach den Differentialen dieser 
k Variablen auflösen lassen oder nicht. 
Betrachten wir jetzt m+A unabhängige Difterentialgleichungen 


4.) bPdaz+-- +69 de,,=0 A=1,... m+k) 


zwischen +4 Variablen, die sich nach dx,,., --. dx,;, auflösen lassen. 
Aus ihnen kann man durch Elimination dieser Differentiale genau .m un- 
abhängige Differentialgleichungen herleiten, welche de,,,, ... de,,, nicht 
enthalten. Wir wollen nun annehmen, dass sich aus (d.) m verschiedene 
Ditferentialgleichungen zusammensetzen lassen, welehe nicht nur von jenen 
Ditferentialen, sondern auch von den Variablen z&,;,, --. &,.;, selbst frei 
sind. Die Gleichungen (d.) lassen sich dann durch m+% Verbindungen 
von der Form 

(e.) a de, + -+al da,= (=, 


(C) a"t9da, | Ben... 5 


ersetzen, in denen die Coefficienten a‘ die Variablen &,.,. ... &,., nieht 
mehr enthalten. Ich behaupte nun, dass die m Differentialgleichungen (e.) 


für sich ein vollständiges System bilden. Ist 
ade, + +a,de, = 0 
irgend eine dieser Gleichungen oder eime von 2,41, --- Z,,, freie lineare 
Verbindung derselben, so verschwindet ihre bilineare Covariante 
W= a ,ut; 
für jedes Paar von Lösungen der m-+% linearen Gleichungen 


(n.) a4” 


l 


ut. ta) u,=0 (#1. ... m), 


($.) a” 2) u, te. + a"! u, 7 m (2 une 1. Bi k). 


Nun kommen aber in W nur die ersten » Variablen jeder Reihe vor, und 
bei der Auflösung der m+k Gleichungen kann man die Werthe der ersten 
» Unbekannten allein aus den m Gleichungen (7.) entnehmen, da sich aus 








ht 


nd 


en 
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(9.) stets passende zugehörige Werthe für #,;,. ... #,., ergeben. Da also 
W für irgend zwei Lösungen der Gleichungen (7.) verschwindet, so bilden 


l 


die m Differentialgleichungen (e.) ein vollständiges System. Weil sie von 


Tarıs +++ Xuya frei sind, brauchen auch ihre Integrale («.) diese Variablen 


nicht zu enthalten. 

Wenn sich aus einem vollständigen System von m-+k unabhängigen 
Differentialgleichungen m unabhängige Differentialgleichungen ableiten lassen, 
welche k Variable nicht enthalten, und wenn sich die gegebenen Differential- 
gleichungen nach den Differentialen dieser k Variablen auflösen lassen, so 
haben sie m verschiedene Integrale, welche diese k Variablen nicht enthalten. 

Machen wir jetzt die weitere Annahme, dass die Coefficienten der 
Differentialgleichungen (Z.) die Variablen x,;,,... 2,;, auch nicht enthalten, 
so lassen sich nach Integration der Differentialgleichungen (e.) die Glei- 
chungen (£.) einzeln durch Ausführung von Quadraturen integriren. Denn 
sei x irgend eine der Variablen z,;,,... z,;,; (oder eine lineare Verbindung 
derselben mit constanten Coefficienten) und sei 


(.) ade, + +a,de,—de = 0 
irgend eine der Differentialgleichungen ({.) (oder eine Verbindung). Da 


(e.) und (£.) zusammen ein vollständiges System bilden, so muss die bili- 
neare Covariante von (1.) 
z Aus Us U; b) 


in welcher die Veränderlichen #,.1. »-- 4x: Oyrıs ++ %,., Nicht vorkommen, 


gleich Null sein, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der Glei- 
chungen (n7.) und (9.), oder, was dasselbe sagt, nur der Gleichungen (n. 
sesetzt werden. 

Sind &,,... t,_, Funetionen von r,, .... z,, welche zusammen mit fi. ... f 


» unabhängige Functionen von ıx,,...x, bilden, so sind auch z,,... x, 


Funetionen von tı,...&,_,. fis ---f,.. Bezeichnet man mit x) das, was aus 


OX u in ai 
- wird, wenn man darin x, ... x, als Variable einführt, so sind nach $. 14°. 


ot, 04 
ae) ... ar v=Ll...n—m 
»—m Lösungen der Gleichungen (n.). Daher ist 
Sa, ac, =, 


[#4 
l 


*) pag. 273; in der Ueberschrift des Paragraphen pag. 272 steht fälschlich $. 15 
statt S. 14°. 
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und folglich ist auch, wenn man &,, ... x, durch &, ... u fy ++ fi 
ausdrückt, 
’ Or. 0% oO : ° Ö .. 08 
= as -—- —- = — (2 A, yo (2 0, — ei) 
a,p ‚ ol, ol, Ol, [77 ot, ol, [r} ol, ’ 
Mithin ist 


io 
3(z a, —= )dt, 
3 a Ol, 
das vollständige Differential einer Function w(t,...L,_afı - f)= Ps 7). 
falls bei der Differentiation fi, ... f„ als Constante betrachtet werden, 
also gleich 
‚ow or 
an, = dp—&.-df,. 
v ol, 4 Ofu 
und daher ist 


ade, +" +a,de,—de = gdfı + +g.df„+d(pP— x), 


: ® ow 
le St . 
ist. Folglich ist e-p=« ein Integral der Differentialgleichungen (d.). 
Dasselbe wird nach Ermittlung der Integrale («.) der Differentialglei- 
chungen (e.) durch eine Quadratur gefunden. (Vgl. Natani, dieses Journal. 
Bd. 58, 8. 305.) 


8,19. 
Beispiel eines vollständigen Systems. 
Sind a,, ... a, irgend n Functionen von x,, ... x, und ist 
O4, 043 
Ad .8 ze re 
t 003 OL 
so bilden die Differentialgleichungen 


2 


(27.) ade, + +a,de,=0 (e= 
ein vollständiges System. 


Da dies für den Fall, dass die Determinante »t*" Grades as von 


Null verschieden ist, sich von selbst versteht, so nehmen wir an, in der- 
selben sei m der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten. 
Dann enthält das System (27.) m unabhängige und »—m überzählige 
Ditferentialgleichungen. Sind 
ee a 7 
irgend zwei Lösungen der linearen Gleichungen 
(e) Adaı tt tan =V (e=l,...n), 


so ergiebt sich durch Differentiation von 
PM B; = () 


) 
p 
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nach z, die Gleichung 


04,3 cB 2 
z(Te B,+a,, I) = 0. 
P Or, 1; l C y 
Durch Multiplication mit A, und Summation nach « erhält man daraus. weil 
<za,4A, = 0 


ist, die Relation 


e 


” ca 3 
&- ; [/ A,B; — Ö, 


aB Ox, 
’ / 
welehe mit Hülfe der Identität 
DELETE 
OL, OLx ( 203 


auf die Form 
7 oa a 0a. A . 
(re _ PR )\4,B, = 0 


a,B\ Or Or, 
gebracht werden kann. Die bilinearen Covarianten der Differentialglei- 
chungen (27.) 


‚ri ca 04,5 \ 
W, = z( > —- — U )u,0 y=l,...n) 
a ‚B O2X3 OL. F’ ( Pr 


verschwinden also, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der 
Gleichungen («.) gesetzt werden, und folglich ist das System (27.) ein 
vollständiges. 

Ueber die Beziehungen, in denen die Integrale der Differentialglei- 
chungen (27.) zu der Differentialgleiehung (22.) stehen, werden wir später 
handeln ($. 27). 


$. 20. 
Ueber unvollständige Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Ich schliesse diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen über un- 
vollständige Systeme totaler Difterentialgleichungen. Nimmt man zu den 
Differentialgleichungen (21.), die den Integrabilitätsbedingungen nicht ge- 
nügen mögen, noch a—m—1 Differentialgleichungen hinzu (am einfachsten 
ist es, die vollständigen Differentiale von a— m—1 willkürlichen Funetionen 
gleich Null zu setzen), welche zusammen mit (21.) a—1 unabhängige Ditie- 
rentialgleichungen bilden, so ist das so erhaltene System ein vollständiges. 
Es kann aber sein, dass das System (21.) schon durch weniger als »n—m—] 
Gleichungen zu einem vollständigen ergänzt werden kann. Istr —m (r--n—1) 
die kleinste Anzahl von Difterentialgleichungen, welche dies leisten, so 
giebt es r Combinationen, df,. ... df, der m Differentialausdrücke (21.) 
31” 
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und der r—m sie ergänzenden, welche vollständige Differentiale sind: folg- 
lich lassen sich auch umgekehrt die Differentialausdrücke (21.) aus 
df,, ... df, linear zusammensetzen 

ade, +." +a®" de, = gYdf, +. +gdf., 
und es ist klar, dass sie sich insgesammt nicht aus weniger voll- 
ständigen Differentialen zusammensetzen lassen. Die Aufgabe der Inte- 


gration eines unvollständigen Systems besteht darin, die Integrale eines 


vollständigen Systems zu ermitteln, zu welchem jenes durch die möglich 
kleinste Anzahl von Gleichungen ergänzt ist *). 

Die Differentialgleiehungen (21.) verbunden mit df\=0, ... df, = 0 
bilden ein vollständiges System, welches r unabhängige und m überzählige 
Gleichungen enthält. Ist daher (22.) irgend einer der Differentialausdrücke 
(21.) oder eine lineare Verbindung derselben, und ist 

Od, oa3 
u. A 0X; u Öz. 
so müssen nach (24*.) in der Determinante 


(1) 
d;; sie % A|, da, 


4, 


— al) 


— a") 


ef, 


Or, 


SU. ... . | 0) (0 
or, OL, Pe 


alle partialen Determinanten (2r+1)ten Grades verschwinden **). Nimmt 


‚ Nach $. 13 heisst f=« ein Integral des (vollständigen oder unvollständigen) 
Sy rn. (21.), ER df eine lineare Combination der Differentialausdrücke (21.) ist. 
Die Integrale (in diesem Sinne) werden als simultane Lösungen der partiellen Difle- 
rentialgleichungen (23.) gefunden. In einem anderen Sinne von Integralen des unvoll- 
ständigen Sy stems (21.) zu sprechen, also etwa jede der Gleichungen f, =«@,, ... f;= &, 
ein Integral zu nennen, halte ich nicht für zweckmässig. Dagegen werde ich sagen, die 
Differentialgleichungen (21.) werden durch die endlichen Gleichungen f, =«,, =, 
integrirt. 
##) Die bilinearen Covarianten der Differentialausdrücke (21.) verschwinden in 
diesem Falle nur für je zwei von gewissen n—r unabhängigen Lösungen der linearen 
Gleichungen (10.). 


7 
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man also für (22.) die allgemeinste Combination der Differentialausdrücke 


(21.), und ist dann in der Determinante (24.), die eine partiale Determinante 
von (28.) ist, 2s der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, 
so kann r nicht kleiner als s sein. Für den Fall m = 1 wird im folgenden 
Abschnitte bewiesen werden, dass r wirklich eleich s ist. 

Wenn es umgekehrt möglich ist, r unabhängige Funetionen fi, ... f 
so zu bestimmen, dass in der Determinante (28.) alle partialen Determinanten 
(2r+1)ten Grades verschwinden, so sind auch die Hauptunterdeterminanten 


2 


(2r+2)ten Grades Null, z. B. ist, wenn «, ?, ... & irgend r+1 der Zahlen 


i 


von 1 bis » bedeuten. 


(u) of, a of, 


A ca G. G 52 37 
a ü 
ng np (4) (u) 
(u) of) of, d, ... A 
(A; ... (,, da; ... e | 
OL; OO, of of 
u a“) L a\“) (0) () ERS ( ) ia O2, OL, ( ). 
© o ] . > 
u. of —no f, () ı) :, () of of 
OLa OX; o.. 


ni; Tg 


Bi: 
OL, 0X; 


Es verschwinden also in dem Klementensysteme 


7 u .... 
dl  / 
or, Ox, 
« . ; 
OX, OT 


alle Determinanten (r—+1iten Grades, und daher sind die r—+1 Ausdrücke 


u . 4 f, . ( fi 
Sa”dıe,. 2 — de, ::-: S——dı, 
Fi X OLE j t OT 


nicht unabhängig. Da aber die r letzten es sind, so lässt sich der erste 
aus ihnen linear zusammensetzen ® 
ade, + -+ta’ de, = " df\ ++ +9" df.. 


*) Aus der Annahme, die unabhängigen Functionen f, ... f, lassen sich so be- 
stimmen, dass in der Determinante (28.) alle partialen Determinanten (2r +1)" Grades 
verschwinden, würde sich diese Folgerung auch dann ziehen lassen, wenn das Zeichen 
a,s nicht die oben vorausgesetzte Bedeutung hätte, sondern eine ganz willkürliche 
Grösse bezeichnete. Vgl. $. 23, Anm. II. 
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Ueber die Transformation linearer Differentialausdrücke erster 
Ordnung. 
Ss. 21. 


« 


Die Invariante p. 


Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns jetzt zu dem eigent- 
lichen Gegenstande unserer Untersuchung, der Lösung des in $.1 aufge- 


stellten Problems. Dabei werde ich mich so wenig wie möglich auf die 
Entwiekelungen in den $$. 6—11 stützen, und sie mehr als Parallele denn als 
Grundlage benutzen. 

In $.2 ist gezeigt, dass zwei Differentialausdrücke (4.) nur dann 
aequivalent sein können, wenn die Formen (7.) und (8.) aequivalent sind. 
Dazu ist aber nach $.7 erforderlich, dass in der Determinante (15.) der 
bilinearen Covariante W des Differentialausdrucks (1.) der höchste Grad 
nieht verschwindender Unterdeterminanten m derselbe sei. wie in der Deter- 
minante der bilinearen Covariante W’ des transformirten Differentialaus- 
drucks (1*.) *). 

Wenn der Differentialausdruck (1.) durch die Substitution (2.) in (1.*) 
übergeht, so verwandelt sich der Differentialausdruck z,8a,dx, durch die 
nämliche Substitution, verbunden mit &,=x,, in ©,Xa,d«,. Daher muss 
auch für die Determinante der bilinearen Covariante dieses Differential- 
ausdrucks 


ZT, ) a 11 . . . IL, ) a In Ad 1 


Bi se a a 


nn 7 


-l  ... 4 0 


der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein. 
welches auch der Werth von x, sei. Da aber, wie leicht zu sehen, in 
jeder partialen Determinante eine Potenz von =, als Factor heraustritt. so 
eenügt es, die unbestimmte Grösse z,=1 zu setzen. 

*) Zunächst kann man zwar nur schliessen: Unter der Voraussetzung, dass die 
Variablen 1, ... x, mittelst der Gleichungen (2.#) durch zı, ... x, ausgedrückt 
werden, verschwinden in der Determinante Ya, ... a, alle partialen Determi- 
nanten (m —+1)"" Grades. Eine Function von » unabhängigen Veränderlichen aber. 
welche verschwindet, wenn für dieselben » neue unabhängige Veränderliche eingeführt 
werden, muss identisch Null sein. 
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Die beiden gefundenen Invarianten, die höchsten Grade der in (15.) 

und (16.) nicht verschwindenden Unterdeterminanten, lassen sich, wie in 

r S.7, durch eine, ihr arithmetisches Mittel p, ersetzen. Auch hier wird es 
sich zeigen, dass die Uebereinstimmung der Invariante p nicht nur eine 

nothwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung für die Aequivalenz 

zweier Differentialausdrücke ist. Nennt man also die Gesammtheit der 
Differentialausdrücke, in die sich ein bestimmter transformiren lässt, eine 


ent- ’ u m . . 
Klasse von Differentialausdrücken, so können wir alle Ausdrücke von der 
Oe- i ‚ 
r Invariante p zur pteu Klasse rechnen. 
die je ee EEE ds) ’ 
Auch hier wird sich die Nothwendigkeit herausstellen, die Differential- 
als a | 
ausdrücke von gerader und von ungerader Klasse getrennt zu behandeln. 
Die Kriterien, mittelst deren man diese beiden Fälle von einander unter- 
ann us: Are ie = Br 
scheiden kann, sind in S. 7 ausführlich entwickelt *). Um aber Wieder- 
ind. z 2 ’ 
holungen zu vermeiden, werde ich zunächst die Differentialausdrücke gera- 
der i 4 
der und ungerader Klasse zusammen betrachten, wenngleich die folgenden 
rad r a « 
Untersuchungen nur für den Fall einer geraden Invariante zum Ziele führen. 
ter- 
US- S,22, 
Die zugehörigen partiellen Differentialgleichungen. 
% . . . » 
. Ich setze voraus, dass in der alternirenden Determinante (16.) m=?2r 
die der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist. In der 
. Determinante (15.) kann dann nach S.7 dieser Grad nur einen der beiden 
jal- Werthe 2r oder 2r—2 haben. Im ersten Fall ist die Invariante p gerade 
2r), im anderen ungerade (2r—1). 
Wenn die Substitution (2.) gegeben ist, so kann man zu jeder 
Funetion fir, ... z,) die transformirte Function f(x, ... x,) berechnen. 
Umgekehrt kann man aber auch, falls man eine hinreichende Anzahl von 
Funetionen f aufzufinden vermag, zu denen man ohne Kenntniss der Sub- 
in, stitution (2.) die transformirten Funetionen f' anzugeben im Stande ist, die 
in (Gleichungen f=f’ zur Ermittlung der Substitution (2.) benutzen. Zu sol- 
SO chen Funetionen gelangt man durch folgende Ueberlegung. 
Sind 2, ... 3, Funetionen von z&,. ... xz,. welche «durch die Sub- 
; stitution (2.) in 3, ... 3, übergehen, so verwandelt sich der Differential- 
uüle 
ekt ausdruck 
mi- Ä Ä 
er, *) Es sind also diese Kriterien an die Stelle der von Clebsch (Bd. 60, S. 218) 


hrt angegebenen zu setzen, welche nach $. 4, Satz IV nicht richtig sein können. 
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—a, dx, + %,.,d2, + uräcıe — Tn+k dz; Sb, dir, 
durch jene Substitution, verbunden mit 


2 =, L.r; — Eat (=]1, ... k\ 
<a, dz.+ Tu d2ı +" + 2, „da; . 
Setzt man also 
ob. obs 
bs = - Bien: Zei e 
or3 OL« 


so muss in der Determinante 


be 
e) ehr herr 


n+kn+k 

der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein. 
Nun ist aber, wenn «, 5 Zahlen von 1 bis z, und z, 4 Zahlen von 

1 bis k bedeuten. 


b=0, b,= na, tr, — 


und daher 


(P.) ba3 _. T,d,33 buu —Ad,; b vr —— ’ Dn+x0 —b =Uy. 


a,nd/ Ör n+A,n--A 
Da folglich in jeder partialen Determinante von («.) eine Potenz 
von x, als Factor heraustritt, so genügt es, @,= 1 zu setzen. 
Es muss also in der Determinante 


vu u Zi d,,„ 


v) 


der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten derselbe sein. 
wie in der aus dem transformirten System analog gebildeten Determinante. 
Sind 3,,... z, ganz beliebige Functionen, so wird jener Grad im Allge- 
meinen eine gewisse Zahl / sein. Für speeielle Funetionen kann er aber 
auch kleiner als / sein, und dann ist er für die transformirten Functionen 
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ebenfalls kleiner als . Genügen also die Funetionen z,,.... z, den par- 
tiellen Differentialgleicehungen, welche ausdrücken, dass jener Grad kleiner 
als Z ist, so genügen z,, ... 3, partiellen Differentialgleichungen, deren 
Coeffieienten aus den Grössen a, und ihren Ableitungen ebenso zusammen- 
sesetzt sind, wie die Coeffieienten jener Difterentialgleichungen aus den 
Grössen a, und ihren Ableitungen. Die Anzahl dieser Gleichungen ist um 
so grösser, je kleiner in (y.) der höchste Grad nieht verschwindender 
Unterdeterminanten ist. Da er nicht kleiner als m sein kann, so wollen 
wir möglichst viele unabhängige Functionen z,. ... 3, so zu bestimmen 
suchen, dass jener Grad gleich m ist. Auf die nämliche Weise, wie in 
$.8 ergiebt sich, dass die Anzahl soleher Funetionen nieht grösser als r 


n. ’ | are h 
sein kann. Ich werde aber zeigen, dass sich stets r unabhängige Funetionen 
In | i 
den gestellten Bedingungen gemäss bestimmen lassen. 
Wir wollen annehmen, es seien bereits # unabhäneige Funetionen 
212... % (wo k<Zr ist und auch Null sein kann) so bestimmt, dass in der 
Determinante (y.) alle partialen Determinanten (m-+1)ten Grades verschwinden. 
Damit dann auch in der Determinante 
02 02 02 
| d,; . . . Ud,, Ad, , v ” ® Fr 
NZ Or, or, or, 
C > OXı O% 1 
da, ii; A, 
OA Or O4 
— dj —d, 0 0 v 0 
(d.) O2, 02 
— — (0) () 0) () 
or, or, 
02; O2; 
_ -— v 0 0 0 
or, O4 
O2. 02.4 
a ee 0 WE 0 () 
or, Or, 
alle partialen Determinanten (m+1)ter Grades verschwinden, ist nach der 
Bemerkung am Ende des S.5 nothwendig und hinreichend, dass f=z,,, 
n, den partiellen Differentialgleichungen genügt, welche man aus 
©. Ö Ö 
ee 
u“ Or, OT, 
er erhält, indem man für A,. A, alle Werthe setzt, die sich für die Un- 
N bekannten ,, ... a, aus den Gleichungen 
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0% 
| Ad ++ 0,,U,-+ aut; -U,ıı + Met Undr zu 


Lg 


(€. ) \ 4 Wr + a, u, 


ra Pin 


Or, O2. 


tee Hg, U (#u],...M) 
\ 0x Or, 


\ 


ergeben. Die linken Seiten dieser partiellen Differentialgleichungen, welche 


bei der hier betrachteten Transformation die Stelle der zugehörige 


gen 


Formen vertreten, sollen die dem Differentialausdruck (1.) zugehörigen par- 
tiellen Differentialausdrücke heissen. Zufolge der letzten k Gleichungen («.) 
genügen den Differentialgleichungen (29.) die Funetionen z2,, ... 2. Es 
fragt sich nun, 1) ob sie noch eine von 2, ... z, unabhängige Lösung z;,,, 
haben, und wenn dies der Fall ist, 2) ob man für z,;, jede beliebige von 
&, ... &, unabhängige Lösung nehmen kann *). 

Um diese Fragen zu erledigen, betrachte ich das System totaler 
Differentialgleichungen 

buwdxty+ bai dc, + ET + Bi dx, + Dun dx, rl + en + b a,n-+k dx, 

ud ee tn 
oder zufolge der Gleichungen (?.) das System (Vgl. Natani, dieses Journal 
Bd. 58, 8. 319— 321.) 
R 


Aader + + ma, de, + a,dco-+ nn da, Ei  =0 


Or. i r n +Ah 


n) 


a,de, ++ a,d«, 


| 02 ’ 0% 
| da. +. - +-— de, 


\ ©o2, OL, 


Dasselbe ist nach $. 19 ein vollständiges und enthält, da in der 
Determinante (y.) m der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeter- 
minanten ist, m unabhängige Gleichungen, hat also m verschiedene Integrale. 

So lange k <r ist, lassen sich die Differentialgleichungen (50.) nach 
da, de,.ı, ... de,,, auflösen. Denn sonst würden nach $. 15 in dem Ele- 
mentensystem 

0% 


ER - (@—]1. 


Or 


*) un letztere kommt nur dann in Frage, wenn man nach z;;ı noch eine weitere 
Funetion +2 zu bestimmen hat. Denn die Coeffieienten der Differentialgleichungen, 
denen z;;, genügen muss, hängen von dem gewählten Werthe von +1 ab. Es wäre 
daher wohl möglich, dass die Differentialgleichungen zur Bestimmung von 3,2 nur für 
specielle W erthe von % +1 eine Von 3, ... Zrrı unabhängi ige simultane Lösung hätten. 








16 
N 


Dam 


or 
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die Determinanten (k-+1\ten Grades verschwinden. Die Ausdrücke 


02, 
Za,.dı,, Z—-de,., ::. 2 
OL or 
würden also nicht unabhängig sein, und da die letzten k es sind, so würden 
sich die Multiplieatoren Z,, ... Z, so bestimmen lassen, dass 


(n.) Zade = Z,dz,+::-+ Z,.dz, 
wäre. Dies erfordert aber, wie in $S. 24 nachgewiesen werden wird, dass 
in der Determinante (16.) alle partialen Determinanten (2%+1)!e? Grades 
verschwinden, ist also unmöglich, so lange k<{r ist. 

Da in der Determinante (16.) m der höchste Grad nieht verschwin- 
dender Unterdeterminanten ist, so befinden sich bereits unter den ersten 
n-+1 der Differentialgleichungen (30.) m unabhängige, aus denen alle andern 
linear zusammengesetzt sind. Aus diesen lassen sich m— k—1 unabhängige 
Differentialgleichungen herleiten, welche die 4+1 Variablen x,, &,.., --. € 
nicht enthalten. Denn die +1 Gleichungen 


n.+-k 


4,0, 4°'.+ a, o=0— 
02, | ‚ O%% 
- . %, Tr’. .. 


or  OKn 


=) (k=1,... A) 


n 


sind, wie eben gezeigt, unter einander unabhängig, haben daher »„—k—1 
verschiedene Lösungen 
Bi’ ... BO (e=1,... n-k-]), 
welche die Grössen &,. &,:1. --- &,., nicht enthalten brauchen und sollen. 
Da die Determinanten (a — k—1\ten Grades der Grösseu B@’ nieht alle ver- 
schwinden, so kann man die Grössen 
Br ..: 9 Wu... 
so wählen. dass die Determinante n!en Grades BY’ von Null verschieden 
ist. Multiplieirt man nun die » ersten Gleichungen (30.) der Reihe nach mit 
BP? ... BP, (Pl... n—k-l, n—k,...n), 


so erhält man » Gleichungen von der Form 


(4) C„dz, ++ c,„de, =V = en n— k—1), 

Cds, + +c„de,tc,dx,+ Conzı dan t + Con dan = V 
(1.) / 

| =n-h ... 1), 


welche verbunden mit 


a,de, + -+a,dı, = 
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die ersten »-+1 Gleichungen (30.) vollständig ersetzen, da sich auch um- 
gekehrt diese aus jenen linear zusammensetzen lassen. Unter den Glei- 
chungen (9.), (1) und (z.) sind daher ebenso viele unabhängig, wie unter 
den ersten +1 Gleichungen (30.), also m. Lässt man nun die k-+1 Glei- 
chungen (..) weg, so sind unter den übrigen Gleichungen (9.) und (z.), 


. 
® Oo" 


die von &, Zur, +++ Zur, frei sind, noch mindestens m —k—1 unabhängig. 


Wenn sich aber aus einem vollständigen Systeme von m unab- 


hängigen Differentialgleichungen m —(#+1) unabhängige Differentialglei- 
chungen ableiten lassen, welche %+1 Variable nicht enthalten, und wenn 
sich die gegebenen Differentialgleichungen nach den Differentialen dieser 
k-+-1 Variablen auflösen lassen, so haben sie m —k—1 verschiedene Inte- 
grale, welche diese #+1 Variablen nicht enthalten (8.18). Ist nın f=« 
irgend ein Integral der totalen Differentialgleichungen (30.), so ist f eine 
Lösung der partiellen Differentialgleichungen, die man aus 


A, af, 


"u 7 A u: 27 u : 


Zu BE. », of 
+ a 5 f A f 2, A f 
0 
erhält. indem man für 
AR ri 


ı n-+-i 9 


der Reihe nach alle verschiedenen Lösungen der Gleichungen 


we | ei :. 0%, 05% 
Lud.ı un u a Ar ERS ua a eu wu Mi 
Pr. [7 OL, IL 


() 2 = 1: ... k). 


or, LT, i OL, 
d. h. der Gleichungen (e.), setzt ($.13). Ist / von m. &u1. »-- &,., unab- 
hängig, ist also 


EEE u of 


OT, OI, +1 ° . . OL, j 
so genügt f den partiellen Differentialgleichungen (29.). Dieselben haben 
folglich m —4—1 verschiedene Lösungen *). 


*) Für den Fall, dass m =n-+J1 ist, also dass » ungerade und die Determi- 
nante (16.) von Null verschieden ist, verschwindet für k = 0 die Determinante (Ö.) 
identisch, und daher bleibt =, ganz willkürlich. Dies ist aber auch der einzige Fall, 
in welchem eine der Functionen =, völlig unbestimmt bleibt. Dass dieser Fall insofern 
als ein singulärer zu betrachten ist, hat schon Clebsch (dieses Journal Bd. 60, S. 228) 
bemerkt. 
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Die Gleichungen (e.). unter denen m unabhängig sind, haben »+1+k—m 


verschiedene Lösungen. In denselben sind auch die Werthe von ı,. ... 
unabhängig, da sonst (8. 3.) in dem Elementensystem (Z.) die Determinanten 
(k-+1)ten Grades verschwinden würden. Die Anzahl der Differentialglei- 
chungen (29.) beträgt daher »+1+Ak—m. Da sie n—(n+1-+k—m) = m—k—|] 
Lösungen haben, so bilden sie ein vollständiges System. Sie werden, wie 
schon oben bemerkt. durch die Funetionen z,. ... z, befriedigt. Sie haben 
daher m—2k—1 von diesen und von einander unabhängige Lösungen, 
also mindestens eine, so lange k <r ist. 

Bei diesem Beweise wurde über die Funetionen 3,. ... 3, weiter 
nichts vorausgesetzt, als dass sie unabhängig sind, und dass in der Deter- 
minante (y.) alle partialen Determinanten (m+-1)ten Grades verschwinden. 


Daher kann man für z,,, eine ganz beliebige jener m—2k—1 Lösungen 


nehmen. Dann sind z,, ... 2,., unabhängig, und in der Determinante (d.) 
verschwinden alle partialen Determinanten (m+-1)ten Grades. Folglich bil- 
den, falls k+1<Zr ist, die den Differentialgleichungen (29.) analogen par- 
tiellen Differentialgleichungen, denen z,,, genügen muss, wieder ein voll- 


ständiges System und haben eine von z,, ... 2,., unabhängige Lösung. 


8. 23. 
Die redueirte Form der Differentialausdrücke erster Ordnung. 
Damit ist der Beweis geführt, dass sich r unabhängige Funetionen 


%ı. ... 3, So bestimmen lassen, dass in der Determinante 


d;; ee d, da, > > 
02% far: 
d,; eh d, ad, 
OL, OA 
(31.) —d, — () U) () 
02 er? 
_ — _ () () () 
( ”, OA 
03, 02, 
Wehe ar, u () () r () 
or, O2, 


alle partialen Determinanten (m + 1)ten Grades verschwinden (5. unten Anm. ]). 
Daher sind auch die Hauptunterdeterminanten (m + 2)ten Grades Null: z. B. ist, 
wenn a, 8 ... e irgend r-+1 verschiedene Zahlen von 1 bis » sind: 
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02, 


Aus dx er 
& 





- 
vr 


or, 
Ü 


0 


02; 

Or, 
Es verschwinden also alle Determinanten (r+1)!e2 Grades des Systems (S. 
unten Anm. II) 


BE. 


or: 


u .,4 
02, 92, 


or, OL, 


03, 02, 
od 
und folglich sind die r+1 Ausdrücke 
a,dae, +: +a,dae, = Zadr 
O2, 
dr, 
nicht unabhängig. Da aber die r letzten es sind, so lassen sich (und zwar 
nur durch Auflösung linearer Gleichungen) die Multiplieatoren z,,.. ... 3, 
so bestimmen, dass 


03, 
da, +: + = da, = d, (e=1l,...r 
Far " & 


(32) ade = 2,,,ds, ++ 2..d3, 
ist. Die Funetionen z,. ... z,. mit deren Hülfe wir die Substitution (2.) 
abzuleiten gedachten, haben uns also zunächst zu einer eigenthümlichen 
Umgestaltung des Differentialausdrucks (1.) geführt. Ehe wir daraus weitere 
Folgerungen ziehen, wollen wir das gefundene Resultat umkehren. 

Anm. I. Wenn es sich um die Integration der Differentialgleichung 
Zadz—=( handelt, so scheinen mir die beiden folgenden Wege, der eine 
analytischer, der andere algebraischer Natur, die einfachsten zu sein. 

Nach $.20 besteht die Integration dieser Differentialgleichung darin, 
dass sie durch die möglich kleinste Anzahl von Gleichungen zu einem voll- 
ständigen System ergänzt, und dieses integrirt wird. Sind 33 =Y....,=7 


die Integrale eines solchen vollständigen Systems, so sind 2,, ... 3, so zu 
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bestimmen. dass in der Determinante (28.). welehe für den Fall einer 


Differentialgleichung in (31.) übergeht, alle partialen Determinanten (2r-+1)ter 
(Grades verschwinden. Dass dies möglich ist, falls 2r den höchsten Grad 
nieht verschwindender Unterdeterminanten in (16.) bedeutet, ist in S. 22 
nachgewiesen. 

Oder noch einfacher: Die gegebene Differentialgleichung integriren 
heisst, die kleinste Anzahl vollständiger Differentiale dz,, ... dz, angeben, 
welche verschwinden müssen, damit Fade = ist. Bedeuten d und d 
Differentiale nach zwei Richtungen, so sind also 


CO a7 © 


2 
de, ++ —de, () 
or, Er ÖL, 
0 N r) 
O%o \ N O2) \ 
dx, ee. - Or, —() 
[ D, O.-I, 


die kleinste Anzahl congruenter linearer Relationen, (deren linke Seiten 
vollständige Differentiale sind) die zwischen den Differentialen der unab- 


hängigen Veränderlichen bestehen müssen, damit 
Sa dx == U), DSaldr —() 


und daher aueh 


OF (adr\—d(Zadr) = Fa,,de,dz, = V 


ist. Die allgemeinste algebraische Lösung dieser Aufgabe (bei der von der 
Bedingung abgesehen ist, dass die linken Seiten jener Relationen voll- 
ständige Differentiale sein sollen) ist in S. 9 entwickelt. Sie kommt auf 
die Auflösung einer Anzahl linearer Gleichungen (S. 8, (9.)) zurück. Es 
ist nın merkwürdig, dass sie zugleich die analytische Lösung des Pfaff- 
schen Problems in sieh schliesst, d. h. dass die partiellen Differentialglei- 
chungen (29.), welche an die Stelle jener algebraischen Gleichungen treten, 
sämmtlich vollständige Systeme bilden, wie in $. 22 gezeigt ist. Unterlässt 
man diesen Nachweis, so löst man also nicht das Pfaffsche Problem, sondern 


eine damit verwandte algebraische Aufgabe. 


Anm.II. Clebsch beweist (dieses Journal Bd. 61, 5. 151.) diesen 
Satz für den Fall m =» durch Multiplieation dreier Determinanten und 
legt grosses Gewicht auf seinen Beweis. Wie man aber sieht, ist jene 
Multiplieation ganz unnöthig. 
Uebrigens lässt sich auch die Bemerkung, welche Clebsch (dieses 
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Journal Bd. 61, 5. 165) für m=n macht, auf beliebige Werthe von m aus- 
dehnen. Seien e,; irgend »’ Grössen, die der Bedingung genügen, dass in 
der Determinante 


Kar 


| C„ı 


 : 


m der höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten ist. und sei 
M eine von Null verschiedene partiale Determinante mten Grades. Es möge 


. 


aan Be „ m—1 m 2 | 
ferner möglich sein, r\— —,—) unabhängige Functionen z,, ... 3, So zu 


bestimmen, dass in der Determinante C, die man aus (31.) durch Ersetzung 
von a,, durch e,, erhält, alle diejenigen partialen Determinanten (m+1)ten 
(srades verschwinden, deren Elemente man erhält, indem man zu denen 
von M die irgend einer Zeile und Colonne von C hinzusetzt. Nach dem in 
S. 4 eitirten Satze des Herrn Kronecker verschwinden dann alle partialen 
Determinanten (m-+1)ten Grades, also auch die (2r-+2)ten Grades. Daraus 
folgt dann, wie oben, dass in dem System («.) alle Determinanten (r-+1)teu 
(srades verschwinden. 

Die hier mit c,; bezeichneten Grössen sind für den Fallm =» nicht 
mit denen identisch, die Clebsch 1. c. mit b,s bezeichnet, sondern sind die 
Elemente des adjungirten Systems, (Baltzer, Det. $. 6.) 


.24. 
Allgemeinste Transformation eines Differentialausdrucks in die redueirte Form. 


Seien 2), ... 2, irgend m = 2r Functionen von z,. ... z,, die nicht 
unabhängig zu sein brauchen, und sei 


PH 3,4 0 dz, u ” a,dx,; 
0 [#3 


also 


und daher 


a er ? Ei 2 a P3 ( in Fir 0 a Fre 0 & 7 21 
“ Fe E3% OH; Or. 00%/ 


Durch Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 
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02, oO Sr O2, + 1 © 32r 03, +1 Oo S2r O% 1 © S, 
or, or, oX, or, or, or, or, or, 
2, 0%, O4 O2, ö3,., In, ös, du, 
Or, Or. Oi Or, Or, Or Om 
( ... ( 2, +1 za. 29, Br 1 ... 3), () we () 
en 1 2 1 „Ar Be. (0 
a () ur I > rs. 0 
—] Jar () u () Tun 1 Br () 
0 ..—1 0 u. ee | 
erhält man daher die Determinante 
02 02, O2,11 02 
a d,, Ad 
u or or, 0x oa 
02 0%, Or4ı1 02 
A, Ü,n Ad, ar 
OL, Or, or or 
—da, — Aa, ( () +, z 
02 op 
a 463 () () () ] () 
(33.) or, OL, 
02, 03, 
_ -— () () () () 1 
or, OLy 
02... 02, 
Ru — en () 0 0 
Or or, 
O%2; OX%2, 
Et ee 1 
OXZ OL, ff 


Da von jenen beiden Elementensystemen jedes nur m Colonnen enthält, so 
müssen in dieser Determinante alle partialen Determinanten (m -+1jter Grades 
verschwinden. Daraus ergeben sich die partiellen Ditferentialgleiehungen 
für 2,11, --- 2», Welche für den Fall m =n von Clebsch, dieses Journal 
Bd. 61, S. 150, angegeben sind. Ferner zeigt sich, dass, wenn in der De- 
terminante (16.), einer Unterdeterminante von (33.), nicht alle partialen 
Determinanten (2r + 1)ten Grades verschwinden. der Ausdruck (1.) nicht auf die 
Gestalt (32.) gebracht werden kann, ein Resultat, von dem bereits in $. 22 
(Formel n.) Gebrauch gemacht wurde. Endlich folgt, dass, wie auch der 
Differentialausdruck (1.) auf die Gestalt (32.) gebracht sei, immer 3,. ... 3 
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so bestimmt werden müssen, dass in der Determinante (31.), einer Unter- 
determinante von (33.), alle partialen Determinanten (m+1)ten Grades ver- 
schwinden. Durch das in $. 22 gelehrte Verfahren werden also alle Fune- 
tionen 3, ... 3, gefunden, mittelst deren der Differentialausdruck (1.) auf 
die Gestalt (32.) redueirt werden kann. 


$. 25. 
Die Aequivalenz der Differentialausdrücke von gerader Invariante p = 2r. 

Wir haben den bisherigen Untersuchungen die Annahme zu Grunde 
gelegt, dass in der Determinante (16.) der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten m = 2r ist. Unter dieser Voraussetzung ist die 
Invariante p des Differentialausdrucks (1.) entweder 2r oder 2r—1. Diese 
beiden Fälle wollen wir jetzt genauer discutiren. 

It p=m=2r, so sind in der Determinante (15.) die partialen 
Determinanten ?rten Grades nicht alle Null. Da dieselbe durch Zusammen- 
setzung der beiden Systeme 

(e.) BR, 3 Gar u OBer 
ev OL. Ora OLa Or. 


(@ ie M) 


und 


= - =]1,...9) 
entsteht (Vgl. Clebsch, Bd. 60, S. 203), so können in keinem derselben 
alle Determinanten 2rten Grades verschwinden, und folglich sind die 2r 
Funetionen 3,. ... 3, unabhängig. 

Hat nun der Differentialausdruck (1*.) ebenfalls die Invariante p = 2r, 


so muss er sich in derselben Weise, in der sich (1.) auf die Form 


(32.) ade = Fı3,,,dz, 
r 


bringen lässt, auf die Gestalt 
(32*) Zade = 3z,,,ds, 
- 


r ro 


redueiren lassen, wo &,, ... 3, ebenso wie 2,, ... 3, unter einander un- 
abhängig sind. Die Substitution 


\ 


(4) z,=3, u=]1,...m), 
durch welche weder die Veränderlichkeit von &,, ... z, noch die von 
Ci, ... X, beschränkt wird, führt also die beiden Differentialausdrücke (1.) 
und (1*.) in einander über. Die Uebereinstimmung der Invariante p = 2r 
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ist also die hinreichende Aequivalenzbedingung. Sind z,. ... z, unab- 


hängige Veränderliche, so ist demnach der Ausdruck 
(39.) 3,,1,d2, 4° + 2,.d2,. 


in welchen sich alle Differentialausdrücke der Invariante 2r transformiren 


lassen, eine redueirte Form (im Sinne der Zahlentheorie), insofern er die 
Aequivalenz aller Formen der Invariante 2r in Evidenz setzt, und darf 
daher mit Recht als Repräsentant der Differentialausdrücke 2rter Klasse 
hingestellt werden. 

Bringt man (1*.) in einer bestimmten und (1.) in der allgemeinsten 
Weise auf die redueirte Form, so stellen die Gleichungen (34.) die allge- 
meinste "Transformation *) der beiden aequivalenten Differentialausdrücke in 
einander dar, was sich auf die nämliche Weise, wie in $. 11 beweisen 
lässt. Jede Substitution, welche (1.) in (1*.) überführt, kann daher auf 
eine solche Form’ gebracht werden, dass sie nur p nothwendige, dagegen 
n— p überflüssige Gleichungen enthält. 

Nehmen wir aber an, dass die Invariante p des Differentialausdrucks 
(1.) gleich m—-1=2r—1 ist, so sind in der Determinante (15.) alle par- 
tialen Determinanten 2rter (und (2r—1)ter) Grades Null. Daher müssen 
auch in dem Systeme («.) alle Determinanten 2rten Grades verschwinden, 
und folglich besteht zwischen z,, ... z, eine Relation **). Dieselbe ent- 
hält, weil z,, ... z, unabhängig sind, eine der Grössen 2,,1, »-- 3, etwa 
z,, lässt sich also auf die Form 


*) Von den Transformationen der redueirten Form in sich selbst will ich hier we- 
nigstens eine, der Legendreschen Substitution analoge, erwähnen. Ist x eine bestimmte 
der Zahlen von 1 bis r und 


rR 


Sp Zr ) 7 
5 7 — Z, . 
r pP 
so 1st 
dZ, un 5;, d “r-+ 0 + y r4 p ds, 


- 
“r+% “r+-x% 


Daraus ergiebt sich die Gleichung 
= 404%, u 3,4,dZ, — , Zp 2r+n d win . 


deren rechte Seite, da d—"*- —= 0 ist, nur aus r Gliedern besteht. In Folge dessen 


r+X 
genügen die Quotienten —* 
r+% 


den nämlichen partiellen Differentialgleichungen wie die 


Funectionen 29 selber. 


 — #®) Bestände zwischen z,, ... 2, mehr als eine Relation, so würden in dem 
Systeme («.) alle partialen Determinanten (2r—1)'" Grades Null sein. Es ver- 


39” 
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(B.) 3m — f(2ı, BER 5n—) 


bringen. Wird nun ein anderer Differentialausdruck (1”.) von der In- 
variante 2r—1 auf die Form (32*.) gebracht, wo 


’ 1 z ’ 7 i 
- — 7 
en ” f (21, A Zn ) 


ist, so wird f’ im Allgemeinen eine andere Function als f sein. Dann 
würden sich aber die Gleichungen (34.) widersprechen und keine Trans- 
formation der beiden Differentialausdrücke in einander bilden. Da folglich 
der eingeschlagene Weg nur für Differentialausdrücke gerader Klasse zum 
Ziele führt *), so wollen wir versuchen, den Fall einer ungeraden Invariante 
auf den einer geraden zurückzuführen. 


8. 26. 


Die Aequivalenz der Differentialausdrücke von ungerader Invariante p = ?r-H1. 


Wir nehmen jetzt an, dass der höchste Grad nicht verschwindender 


Unterdeterminanten in der Determinante (15.) gleich m =2r, in (16.) aber 
gleich m-+2 ist, dass also die Invariante p des Difsreitialausdrucke (1.) 
gleich 2r-+1 ist. Um diesen Fall auf den einer geraden Invariante zurück- 
zuführen, wollen wir a, ... a, so ändern, dass der höchste Grad nicht 
verschwindender Unterdeterminanten in (15.) gleich m bleibt, in (16.) aber 
ebenfalls m» wird. Die erste Bedingung wäre erfüllt, wenn die Elemente 
,‚ der Determinante (15.) ungeändert blieben. Dies ist nur dann der Fall, 


1.3 


wenn a,,... a, um die partiellen Ableitungen einer Function z, von &,.... x, 


" 02, \ 2 
veändert werden, also a, durch a,—— - ersetzt wird. Wir wollen also 
- Ei 


104 


schw; inden also alle Determinanten 2r'"" Grades in den beiden Systemen 


N 


04 Y ; » or, 


03, 2, 2,4 12. 7% , 3, 0%, 

OX, OL. 08% DE Ir, OL, OL, OL, 

Ba Ar+1 22 Sr+1l *+ «+ Dr nn 0 
und daher auch in der aus ihnen zusammengesetzten Determinante (16.), wider die 
Voraussetzung. Dieser Beweis ist an die Stelle des unrichtigen Beweises von Clebsch 
(Bd. 60, S. 218) zu setzen. 

*) Zur Integration der Differentialgleichung Jadr = 0 ist die angegebene Me- 
thode auch im Falle p=?r—1 brauchbar, und stimmt mit der zweiten Methode von 
Clebsch (Bd. 60, S. 10, 5.224) überein. Clebsch hebt nicht deutlich genug hervor, dass 
auf ern Wege der Differentialausdruck (1.) im Allgemeinen nicht in der Weise 
auf die Gestalt (32.) gebracht wird, dass die Relation (£.) die Form =, = 1 hat. 
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versuchen. eine Funetion z, so zu bestimmen. dass in der Determinante 


| 03 | 
2 | . . . Ad y d = u ) 
| iin “u ( ' 0a, /| 
h | a2 
| O2 
(36.) | A,ı E r A Un (a;6: 1) ) 


( I, / 


} | u 
0% O2, 
ea 
E | or, Or, 
alle partialen Determinanten (m +1)ter Grades verschwinden. Gelingt dies, so ist 
l [en r 
N O2, ! 02%, — 
2 (et.) (a: ‚Ja, ++ (0, )dz, — Sad —da, 
or, OL, 
ein Differentialausdruck 2rte Klasse. Es lassen sich also m unabhängige 
Funetionen z,, ... 3, $o ermitteln, dass 
(37.) Zadze = dz,+ 313,,,dz, 
! E PM 
. ist. Die r Functionen z,, ... 3, sind so zu bestimmen, dass in der Deter- 
' minante 
si O2. \N Ox% Oz 
Ad, BR di, (a, ) ' 
t OL ( D, OxX 
' O% 02% O2 
A, a (a - ) 1 - 
| \ O2, OT, 04 
02, 02, 
38) I-(a-%). - - - (a) 0 Be, 
UI % OL, 
O% 02% 
) _ _ () () () 
or, OLn 
O2; 02, | 
BIER 0... zn () 0) MT (0 
Or, OT 
alle partialen Determinanten (m +1)ten Grades verschwinden. Die Funetionen 
2,113 ++ Z2, Werden dann durch Auflösung linearer Gleichungen zefunden. 
Dies ist zugleich die allgemeinste Weise den Differentialausdruck (1.) auf 
die Form (37.) zu redueiren. Denn aus (37.) folgt, dass («.) ein Diffe- 
rentialausdruck 2rter Klasse ist. Daher muss z, so bestimmt werden. dass 
in (36.) alle partialen Determinanten (m+1)ten Grades verschwinden. Ist 
aber z, gefunden, so ergiebt sich die Behauptung aus $.24. Es kommt 
also alles darauf an, zu beweisen, dass eine den gestellten Bedingungen 


genügende Function z, existirt, und anzugeben, wie man alle derartigen 
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Functionen findet. Dabei will ich gleich allgemeiner zu Werke gehen und 
zeigen, dass sich die r+1 Functionen z,, 2, ... 3, in beliebiger Reihen- 
folge so bestimmen lassen, dass z,, ... 3, unabhängig sind und in (38.) alle 
partialen Determinanten (m-+-1)ten Grades verschwinden. Auf dem in $. 22 
angegebenen Wege findet man in der allgemeinsten Weise z,, ... 2,, wenn 
3, bekannt ist, und allgemeiner 2,1. ... 3, (k<Zr), nachdem z,, ... 3, 
und dann z, ermittelt sind. Daher bleibt nur übrig zu zeigen, 1) dass man 
auch ohne zuerst z, zu ermitteln, die Funetionen 23,, 3, ... den gestellten 
Bedingungen gemäss bestimmen kann, und 2) dass man, nachdem k dieser 
Funetionen gefunden sind (wo % eine der Zahlen von O0 bis r ist), immer 
noch passende Werthe für z, anzugeben im Stande ist. Zu dem Ende 
genügt es offenbar, die folgenden beiden Behauptungen zu beweisen. 

Angenommen, k unabhängige Functionen 3,, ... 2, (wo k auch Null 
sein kann) seien bereits so bestimmt, dass in der Determinante 


| a a 08, 

11 “ . . in ee 
| or, 
| 


EN A,, 


02, 03, 


or, ÖL, 


A _ 


OR 02; 


* 
— 


EP ke 


alle partialen Determinanten (m+1)ten Grades verschwinden. Dann kann 
man 1), so lange k<Cr ist, eine von 2,, ... 3, unabhängige Function z,;; 
so bestimmen, dass auch in der Determinante 


| 
| 
| 


0 a 


03, 02; 02%. i | 


a e - 
” or, or, Or 


BR BE 


Or. Or, 
( 0 
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alle partialen Determinanten (m -+1)ten Grades verschwinden, 2) wenn kr 
ist, eine Function z, so bestimmen, dass in der Determinante 





0% OR O2, | 
dıı . . “ d,,„ n 1 . . . - (a— - x )| 
Or, or, or, | 
| C 2, OR; 3, 
' A, a nn r a Fr ) 
| OLn OL ’ On 
| 03 7% 
(d) | -— +. - — 0 °...%0 0 
| Or, OL, 
02% 0% 
-7 | -7 00 0 0 
or OL 


| —- ( — « . — Dr ( ) . = . ( ) 


alle partialen Determinanten (m+1)ten Grades verschwinden. 
Da in der Determinante (?.) m der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten ist, so haben die Gleichungen 


1 03 0% ’ 
| Ga + nt ut tan =V (a=l,...n) 
OLa Ola 
(e.) |_ 
0% 0% 
[2 -U ++ - = U, = 0) (2 m A k) 


OX, 


n + k—m iii Lösungen. In denselben sind auch die Werthe von 


%, .». 4, unabhängig. Denn sonst würden ($. 3) in dem System 
. 02 02 
(&.) Ann PO den. mL...#) 
| OL Od 
alle Determinanten Akte? Grades verschwinden, während doch z,, ... z, als 


unabhängig vorausgesetzt sind. 

1) Damit nun auch in (y.) alle partialen Determinanten (m-+1)ten 
Grades verschwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass f=z,,, den 
n-+k—m partiellen Differentialgleichungen genügt, welche man aus 


ie 


(n.) A,- ! 
i“ or, Or, 


erhält, indem man für A,, ... A, der Reihe nach alle Werthe setzt, die 
sich für «,, ... a, aus den Gleichungen (e.) ergeben. Diesen Differential- 
gleichungen genügen aber alle von z,;,, --» &,,, freien Funetionen, welche 
gleich willkürlichen Constanten gesetzt, Integrale der totalen Differential- 
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gleichungen 


0% D 2, 
\ A zı der, + u: + On dx,+ a de, } ir + = de, Yu 0 (@ — 1, ... n) 
(4.) E x Br Er 
dat. + de =-0 @=1 k) 
or O8, ” hir lie 


sind. Bedeuten «, #% Zahlen von 1 bis » und x, A Zahlen von 1 bis %k. 
und setzt man 


O3 
7 Mb \ 
Or, n+k» 


D.,,= 0 


n-+-% 


03 
b, =qa,+ Fr T,ı1t + 


und 
ob ob; 
bi; —- au. 2 


-— 


. 


| 023 Or, 






















a 


02, 
bes ung daß Ri tz .— Or E) b, -%#,n-+/ sn 0, 
[04 


Daher können die Differentialgleichungen (%.) in der Form 
budae, ++ +b.dr,+ Danzı dEnzıt 4 Danya Any = 0 
(@e=1,....n,n-+l,...2»+%) 
geschrieben werden. Nach $. 19 folgt daraus, dass sie ein vollständiges 
System bilden. 
Da in dem System (£.) nicht alle Determinanten Akten Grades ver- 
schwinden, so lassen sich die Differentialgleichungen (9.) nach der, , ., ... de, ,, 
auflösen. Unter den Differentialgleichungen (9.) und zwar bereits unter 





den » ersten sind m unabhängige. Aus ihnen lassen sich, wie in $. 22, 
m—k von den Variablen z,.1, --- 2,,, freie herleiten. Nach $. 18 haben 
sie daher m—k von diesen Variablen freie Integrale. Da folglich die 





n—(m—k) partiellen Differentialgleichungen (n.) m—k unabhängige Lö- 
sungen haben, so bilden sie ein vollständiges System. Zu jenen m—k Lö- 
sungen gehören nach den letzten k Gleichungen (e.) die Funetionen 3,, ... 2.. 
Die Differentialgleichungen (7.) haben daher m —2%k von diesen und unter 
einander unabhängige Lösungen, also mindestens zwei, so lange k <r ist. 

2) Damit in der Determinante (d.) alle partialen Determinanten 
(m +-1)ten Grades verschwinden, ist es nothwendig und hinreichend, dass alle 
Werthe von #,, ... @,, welche den Gleichungen (2) genügen, auch die 
Gleichung 


(a, Ze Jar + (a Se u, = 0 
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befriedigen, oder wenn man 


n) (t.) aut +ta,u, u 
h) setzt, die Gleichung 
OR, . ‚ 02, 
ur. + =, u. 
15 %, or, Or, 
Es muss also 2=z, dem System nicht homogener linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen Genüge leisten, das man aus 
OxX OX 
(z.) A, ö t..4+4 , A 
Or, OL, 
erhält, indem man für A, A,. ... A, der Reihe nach alle Werthe setzt. 
die sich aus den Gleichungen (e.) und (t.) für a, #,. ... a, ergeben. Denkt 
man sich x als Funetion von &,, ... x, durch eine Gleichung f(x, x,,... 2,) = " 
bestimmt, so genügt f dem System homogener partieller Differentialglei- 
chungen 
oO of , | of 
A ” +4, ef = A, a V. 
‚+ k) OL or, OT, 
liges Man muss also alle Lösungen dieser Differentialgleicehungen ermitteln. welche 
x wirklich enthalten. Setzt man eine solche einer Constanten „leich, so 
Ver- ist sie ($. 13) ein von 2,1: » +» 2,;., freies Integral des Systems totaler 
dx, Differentialgleichungen, das von den Gleichungen (9.), verbunden mit 
unteı (4.) a,de, + +a,de,—de = 0 
. 22, 
hm gebildet wird. Man erhält also jede Lösung der partiellen Differential- 
ai gleichungen (Z.), indem man ein Integral der totalen Differentialgleichungen 
Lö- (3) und (4.), das die Variable x, nieht aber &,... ... &,.. enthält. nach x 
£ I .. auflöst. 
t L40- 
. Die totalen Differentialgleichungen (9.) haben m unabhängige Inte- 
© k* - 
erale, von denen m— k 
unter - 
r ist. (u.) hauzaı, ++: MM, 
anten VON Ayrıy +++ 2; frei sind. Nachdem sie ermittelt sind, werden nach $. 18 
alle für 2,41, -.- Z,;, durch Quadraturen Ausdrücke von der Form 
h die 


(v.) 1 =fıt %, ae = ft 0 


sind. Die m—k 


gefunden, in denen fi, ... f; Functionen von z,. ... x 


n 
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Gleichungen (w.) und die k Gleichungen (v.) bilden m unabhängige Integrale 
der Differentialgleichungen (9.). Wegen der Unabhängigkeit von fix. +: f, 
ist es möglich a—(m—k) Funetionen a, ®, ... der Variablen z,, ... x, so 


za wählen, dass fi, -+- fi, %, ©, ... n unabhängige Functionen dieser 
Veränderlichen sind. Dann sind auch umgekehrt z,, ... x, Funetionen 
jener Grössen, oder wegen (u.) allein von a, ®, ..., und mittelst der Glei- 
chungen (v.) lassen sich auch &,.,. :.. &,,ı, durch diese Variablen aus- 
drücken. Die so bestimmten Functionen der Veränderlichen , v, ... ge- 


nügen den Gleichungen 


B... iR... 03 > 4-1 Sk dr 
—. Fr En- 0% n+k 
tet, + Du, + Ew re = 
” a. OR. Om _ 0 
— | - 
or, ou Ox, ou 
1°» . 1: . ., 0x 
Multiplieirt man die ersten » Gleichungen der Reihe nach mit - Era 
und addirt sie, so erhält man in Folge der letzten k Gleichungen 
OL. 0708 


— r GEREEEED 
ziq aß: Be 


cu Ov 


“ ör. dr, 
aan 2) 2) = 0 


Daher wird a,dz,-++--+a,dx, ein vollständiges Differential, wenn man für 
2x... @, Ihre Ausdrücke in a,o, ... setzt. Durch Integration der Diffe- 


oder 


rentialgleichung (4.) ergiebt sich also eine Gleichung von der Form 

z = vlu,d, ...)+0%, 
oder weil x, ®, ... Funetionen von &,, ... x, allein sind 

2 = Pla, »+. &,) +0 
Die so gefundenen Funetionen p sind die sämmtlichen Lösungen des Systems 
partieller Differentialgleichungen (2.). 

Da nunmehr die obigen Behauptungen beide bewiesen sind, so ist 

,„ so be- 
stimmen kann, dass in (38.) alle partialen Determinanten (m-+1)ten Grades 
verschwinden. Man kann z.B. erst z,, ... 3, bestimmen und findet dann 
&, durch eine Quadratur. Dies ist die von Clebsch (Bd. 60, $. 9, S. 222) 


angegebene Methode. 


klar, dass man in beliebiger Reihenfolge die Functionen 2,, 21, 3, 


Aus der Gleichung (37.) ergiebt sich 








ir 
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« 


und daher 


0% 0%. 02,10 0% 
A. = 5 - ° — e Zn - — oe 
; o Ola 023 OLa O1 
Folslieh entsteht die Determinante (16.) durch Zusammensetzune der beiden 
ie) - 


Systeme 


0 02, 03, 02, O2r4ı 022, O2, N Ö2r41 02: 02 03, 

or, 02, Ox, 08, or, Or, or oa 03 Or, 
0 02, 02, 4 03; Or. A O2, in O3, N 02,41 ag 020, ” 02, m | 08, 
OX, 0X, Or, or, OL, Or, Or, OL, Or, Or, 
1 () () e.—— (0) 2, + 1 x 8 39; () l 2, l } ... 2 ( ) ... 0), 


Da in (16.) der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten 
gleich m+2 ist, so können in keinem dieser beiden Systeme alle Deter- 
minanten (m+2)ten Grades „leich Null sein. Demnach können in dem 
Systeme 
a n 
IR, 0S Sm ' 
— - . @A=1Il, ...N) 
OL OLa OLı 
nicht alle Determinanten (m-+1)ten Grades verschwinden und folglich sind 
die m+1 Funetionen z,. 3, -.. 3 


Nunmehr lassen sich aus der Gleiehung (37.) die nämlichen Folge- 


„ unter einander unabhängig. 
rungen ziehen, wie in $.25 aus der Gleichung (32.). Alle Differential- 
ausdrücke von der Invariante p=2r+1 sind äquivalent. Ihre redueirte 
Form ist 

(39.) dz2u+2,;,1d23,4+" "+ 2..d2,. 


Sie bilden die (2r+1)te Klasse, deren Repräsentant der Ausdruck (39.) ist, wenn 
in demselben z,, 2}, ... 3, unabhängige Veränderliche bedeuten. Die allge- 
meinste Transformation zweier Differentialausdrücke p'e Klasse in einander 
wird gefunden, indem man den einen in einer bestimmten, den andern in der 
allgemeinsten Weise auf die redueirte Form bringt, und dann die p Variablen 
der einen redueirten Form denen der anderen der Reihe nach gleichsetzt. 
Jede Substitution, welche einen Differentialausdruck pter Klasse in einen 
anderen überführt, kann auf eine solche Form gebracht werden, dass sie 
nur p nothwendige, dagegen n--p überflüssige Gleichungen enthält. 

Damit ist die Eintheilung der linearen Differentialausdrücke erster 
Ordnung in Klassen vollendet. Die Differentialausdrücke erster Klasse sind 
die vollständigen Differentiale; ihr Repräsentant ist dz,. Die zweiter Klasse 
40 * 
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können durch einen Factor zu einem vollständigen Differentiale gemacht 
werden; ihr Repräsentant ist z»dz,, wo z, und z, unabhängig sind. Sind 
30, 21, --- 3, unabhängige Veränderliche, so repräsentirt (35.) die Differen- 
tialausdrücke 2rter und (39.) die (2r+1j)ter Klasse. 


$. 27. 
Transformation eines Differentialausdrucks in einen anderen mit weniger Variablen. 

Clebsch hat gezeigt (dieses Journal, Bd. 61, S. 147), dass ein Diffe- 
rentialausdruck a, dz,+-'-+.a,dx,, für welchen die Determinante F+a,,...a,,. 
von Null verschieden ist, also m eine gerade Zahl (= 2r) ist, auf die Form 
3,,,d2,+'''+2,,dz, gebracht werden kann, in der z,, ... z,„ unabhängige 
Funetionen von z,. ... x, sind. Wenn man dieses Resultat als bekannt 
voraussetzt, so lässt sich der Beweis des Satzes, dass für irgend zwei Diffe- 
rentialausdrücke die Uebereinstimmung der Invariante p die hinreichende 
Aequivalenzbedingung ist, leicht in der folgenden Weise führen, die eine 
Erweiterung der ursprünglichen Pfaffschen Methode ist (Vgl. $. 12). 

Ist in der Determinante (15.) m(=2r) der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten, so enthält das nach $. 19 vollständige 
System 

27.) audas + +a.de,=0 (a=|1,...n) 


m unabhängige Differentialgleichungen, und hat m unabhängige Integrale 
y„=P.(u=1,...m). Es ist nun möglich die „—m Functionen y,v=m-+J1,... ») 
der Variablen &,, ... z, so zu wählen, dass y,, ... 9, » unabhängige 
'unetionen sind. (Ist z. B., was ohne Beschränkung der Allgemeinheit an- 
1 R 8 

senommen werden kann, I +a,,...a,, von Null verschieden, so sind ($. 18) 


mm 


Yıs =*+ Ym, als Funetionen von z,, ... x, betrachtet, unabhängig, und daher 
kann man y,=z, (v=m-J],...n) setzen.) Dann sind z,, ... x, » unab- 
hängige Funetionen von Yı, ... 9,, welche den Gleichungen 


OX or | 
.) nid BR RN —— e=1,....s;v=m+,lL,... 

(0 Agı Oy, + + Gen Oy, 0 I n + ) n) 
genügen. Nun gehe der Differentialausdruck (1.), wenn yı, ... y, als un- 
abhängige Variable eingeführt werden, in. 

(BP) Fade =b,dy, ++ +b,dy„+brıdynt+ + budy, = Zb,dy,+=&b,dy, 


über. wo 








It 
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a BR, -, en 
(Y.) b,==3a-; g=1L...W 


ist, « (hier wie im Folgenden) die Zahlen von 1 bis m, v die von m-+1 


i ur 20 0 . 1. ., O2, 
bis » durchläuft. Multiplieirt man die Gleichung («.) mit und summirt 
3 
man nach « von 1 bis z, so erhält man 
Or. 023 
Sas- 1 = UV) 
aß 7 Ooy, Oy, 
oder 
Or 
„(za - = (20% — 0 
. oy, 3) 
oder endlich nach Nie 
| ob ob, 
(d.) b,=-—I -— =0 yal..gr=nmHtl ... 


m om Oyy 


Es verschwindet also b,,, wenn eine der Zahlen « oder $ grösser als m 
ist. Von den partialen Determinanten mt" Grades der Determinante „ten 
Grades |b,,| kann daher nur F+b,....b,.=B von Null verschieden sein. 
Da aber ($. 21.) in 'd,; der höchste Grad nicht verschwindender Unter- 
determinanten ebenso gross ist, wie in @,; , also gleich m, so muss B von 
Null verschieden sein. Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Der Ausdruck (1.) lasse sich linear aus den Ausdrücken (27.) 
zusammensetzen. Dann ist ($. 7) auch in der Determinante (16.) m der 
höchste Grad nieht verschwindender Unterdeterminanten, und die Invariante 
p ist gleich 2r. ’ 

Aus den Gleichungen («.) folgt in diesem Falle 


Bu au, +. +4, Er = (. 
Nach Formel (d.) ist daher 
ob 
öy. . 
und nach Gleichung (/.) 
Zadx = Zb,dy,, 


wo b,, ... 5b, nur die Variablen y,, ... 9, enthalten, und die Determinante 
B von Null verschieden ist. Nach dem als bekannt vorausgesetztem Satze 


von Clebsch lassen sich daher m (= 2r) unabhängige Functionen z,, ... 3, von 
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Yı, --- Y„ So bestimmen, dass 


Zb,dy, = 3i3,;.d2, 
0 


ist. Drückt man y,, ... y,„ durch z,,.... z, aus, so sind z,, ... 2, m un- 
abhängige Functionen von z,, ... x,, welche der Gleichung 


(32.) Zadı = F13,,,d2, 
genügen. 
2) Der Ausdruck (1.) lasse sich nicht linear aus den Ausdrücken 
(27.) zusammensetzen. Dann ist in der Determinante (16.) m-+2 der höchste 
Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, und die Invariante p ist 
gleich 2r+1. Die Gleichungen (d.) zeigen, dass Ib,dy,, wenn Yı, ::- Y, 


als constant betrachtet werden, das vollständige Differential einer Function 
30 VON Yır «+. Y. Ist, dass also 


03 | 
GG) = =. v=m+l,...n) 


Zb,dy, = zöedy, = de," dy, 


u 


und daher nach Gleichung (/.) 
(&.) Zadı = dz,+=c,dy, 
ist, wo 
(N) c„=b, .. (u=1l,... m) 
OYyu 

gesetzt ist. Da nach den Formeln (e.) und (n.) 

obu ob, Cu 

Oy, Oyu oy, 
ist, so ergiebt sich aus Gleichung (0.) 


en 
Cu 


a” 0. 


Die Funetionen c,, ... ce, hängen also nur von Yı, ... 4, ab. Sind ferner 
ce und £ beide kleiner als m, so ist nach Formel (n.) 


_ 06a _ O0p _ 
TA Ay e 


Folglich ist die Determinante 
Bi bni a B, 


mm 
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also von Null verschieden. Daher lassen sich m unabhängige Functionen 
Zı5 ++ Zn VON Yıy --- Y, 80 bestimmen, dass 
dz 


0 J 


> u ! m 
n- Zc,dy, u 512, 


und folglich nach (£. 


[7 [#7 
s » 


) 
(37.) Zadı = dza,+ Fiz,,,ds 


„ 


wird. Die Unabhängigkeit der m+1 Funetionen %,, 231, --. 3, Ist schon 


en ER . 

in $. 26, S.311 aus der Voraussetzung bewiesen, dass in der Determinante 
te ..n .. p . ” . Y . . 
| (16.) m +2 der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist. 
Ist 

Zürich, im September 1876. 

Um 
In 








Druckfehler. 





S. 231, Z. 15 statt „in einer Determinante“ lese man „in einer schiefen Determinante.“ 


Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


L 


Die gesammelten mathematischen Werke Riemanns, deren Heraus- 
gabe ein bleibendes Verdienst der Herren R. Dedekind und H. Weber bildet, 
enthalten die in lateinischer Sprache verfasste Beantwortung einer im Jahre 
1858 gestellten Aufgabe der Pariser Akademie über ein Problem der Wärme- 
vertheilung, durch welche Arbeit die Schrift Riemanns über die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen, auf das merkwürdigste ergänzt wird. 
In dem zweiten Theile der erwähnten Arbeit entwickelt Riemann die Bedin- 
sungen dafür, dass eine gegebene quadratische Form von » Differentialen. 
deren Coeffieienten beliebige Functionen der » betreffenden Variabeln sind, 
in eine Form mit constanten Coefficienten transformirbar sei, und fasst diese 


Bedingungen dahin zusammen, dass bei einer gewissen nach zwei Systemen 


von Differentialen quadratischen und zu der gegebenen Form covarianten 


Form, die am angeführten Orte pag. 382 mit (II.) bezeichnet ist, die sämmt- 
lichen Coeffieienten verschwinden müssen. Dieses Kriterium fällt mit dem- 
jenigen zusammen, welches für dieselbe Frage in der Abhandlung: „Unter- 
suchungen in Betreff der ganzen homogenen Funetionen von n Differentialen,“ 
Bd. 70 dieses Journals, pag. 71 von mir abgeleitet ist. Die daselbst pag. 84 
definirte nach vier Systemen von Differentialen lineare Form #, welche auch 
gleich der von Herrn Christoffel in demselben Bande des Journals pag. 58 
als @, bezeichneten Form ist, geht in Riemanns angeführte Form (Il.) über, 
sobald in der ersteren zwei und zwei von den zugehörigen Systemen von 
Differentialen einander gleich gesetzt werden, und nach pag. 94 des eitirten 
Bandes besteht die »othwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
gegebene quadratische Form von » Difterentialen in eine quadratische Form 
mit eonstanten Coefficienten verwandelt werden könne, in dem identischen 
Verschwinden der zugehörigen quadrilinearen Form #. Mit Hülfe der ge- 
nannten Form (1I.) stellt Riemann an jenem Orte einen analytischen Ausdruck 
(III.) für den von ihm begründeten Begriff des Krümmungsmasses in einer 
Mannigfaltigkeit der „tea Ordnung auf, bei der die gegebene quadratische 
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Form von » Differentialen das Quadrat des Linearelements vertritt, der 

Ausdruck (III) kommt aber auf den analytischen Ausdruck desselben Be- 
S, griffes hinaus, welcher in der Abhandlung: Fortgesetzte Untersuchungen 
in Betreff der ganzen homogenen Funetionen von » Differentialen, Bd. 72 
dieses Journals, pag. 1 und zwar auf pag. 24 für die dortige Grösse k, ge- 
geben ist, und stimmt mit demjenigen Ausdrucke vollständig überein, der 
in Darbouxs Bulletin Bd. 4 pag. 150 angeführt und Bd. 81 dieses ‚Journals, 
pag. 241 wiederholt ist. 


r Riemann hat von der mit (1I.) bezeichneten Form, nachdem das 
m Bildungsgesetz ihrer Coefficienten angegeben ist, noch eine zweite Dar- 
“ stellungsweise mitgetheilt, bei der verschiedene Gattungen von Variations- 
RR zeichen gebraucht werden und drei Gleichungen zwischen den Variationen 
er der zweiten Ordnung vorgeschrieben sind. Dieser eigenthümliche Algorith- 
L mus findet seine Erklärung in einem Umstande, der mir schon seit einigen 
r Jahren bekannt ist. Die zu der gegebenen quadratischen Form von a 
“| Differentialen covariante Form (Il.) kann nämlich als das Aggregat von 
En zwei Covarlanten aufgefasst werden, von denen die eine gleich dem be- 
on treffenden zweiten Ausdrucke Riemanns ist, die andere aber vermöge der 
un bezeichneten Gleichungen Riemanns verschwindet. Die letztere Covariante 
r ist nun in ihren wesentlichen Bestandtheilen dieselbe Covariante, welche bei 
u dem Prineip des kleinsten Zwanges zu einem Minimum gemacht werden 
ER muss, und bezeichnet insofern den Gegenstand der gegenwärtigen Arbeit. 
r Das eben angedeutete Resultat kann aus einer Gleichung geschlossen 
84 werden, die in der zweiten eitirten Abhandlung Bd. 72 dieses Journals 
ur‘ pag. 16 als (37.) vorkommt. Es sei, wie an dieser Stelle, die gegebene 
58 quadratische Form der » Differentiale dx,. deren Coeffieienten beliebige 
u Funetionen der » Variabeln x, sind, und wo die Zeiger a, b, ... von 1 
EL bis » gehen, die folgende 
ten i) fe) = ><a,,dae,de;. 
die es sei die aus derselben abgeleitete bilineare Form 
- (2) f(dz, de) = 13a, ,dx,da,, 
en a,b 
re- man habe ferner durch unbeschränkte Anwendung der drei Variationszeichen 
ick d, d, d die Gleichung 

1 i 1 1 1 
” j 3) —Of(dx, de) +df(dx, de) +df(dz, dr) = Za,,ddr,da,+&£f, (dx, dr)de,. 
:he , 
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1 
Dann ist f, (dx, dx) eine in Bezug auf die Differentiale dx, und dx, bilineare 





18 (AT, 
welche diese entwickelte Gestalt hat 


Form, 
1 
\ (de, de) 
D.. “as ar, de; 


(4.) 


Es sei ausserdem 
1 1 
(D.) <a,dda,+ fi (dx, dx) P (dr, de). 


mithin 
1 1 1 
6.)  —ÖSfldx, de)+df(dr, de) +df(dz, de) = ZI, (dx, de) dx 
1 
(dx, de) eleich linearen Ausdrücken mit den 


Setzt man die Verbindungen %, ( 
‚„, das heisst 

1 
P,(dx, dx), 


Coefficienten a,,, @y>, 
von Null 


der 
Elemente 


1 
= 4, (ddz, +5, (de, dz)) 
S(de, de) mit Hiülfe 


(7.) 
der adjungirten 


Verbindungen 
A, = 


die | 
A und 


so bekommen 
Determinante 


verschiedenen 

04 > “ ... 
— — = A,, die Definition 
Ole 

are Rn. % hi; 
(8) S(de,de) = ‚-f. (de, de). 
c 
Alsdann wird die oben erwähnte nach den vier Systemen von Differentialen 


1 
dx, en, dx,, 0x, lineare, zu der gegebenen Form f(dx) eovariante Form 


de, dx, de, dx) durch die gleichfalls erwähnte Gleichung (37.) so aus- 
gedrückt 
| 1 1 1 1 
1P (dx, dx, de,dc) = = (dP, (dx, de) FF P,(dxr, de), (dx, dr)) 
1 
(de, dx)&, (dx, dr)) 


man den 


1 1 

— = (IP, (de, de) dr, — 
ı 

— ddr, und 


(9) 
indem 


nun die gewünschte Umformung 


Man erhält 
durch das Aggregat der Ausdrücke 


Ausdruck (dr, da) 
äde ZKldn, de), den Ausdruck &, (de, de) durch das Aggregat der ent- 


sprechenden Ausdrücke _ 062, und d Bi 5 (dr, dr) ersetzt. Dadurch wird 








Are 


len 


ull 
nte 


len 
rm 


US- 


den 
ind 


nt- 


rd 
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1 1 


die Form 4 #(dx, dx, dx, dx) gleich dem Aggregat der Verbindung 


1 1 f 
| = (d r (dx, de)dx,+ %,(dx, de) do«,) 
10.) ne | | 

— 5 (d p (de, de) xt p (dx. da\ ddr.) 
\ b ® . 6 


und der Verbindung 


1 l 1 
\-2 P, (dx, de)(ddx,+ 8, (de, dx)) 
Ir, | 
FR) 


\ ı 


l l 
+ B P, ( dx, dr ) (ddr, ro. S, \ Or. Or ). 


b 


Die Verbindung (10.) ist offenbar gleich der vollständigen Variation 

1 1 1 l 
d2 P, (dx, de) dx,, vermindert um die vollständige Variation Ö = P, (de, de)dx,. 
Die zu varirenden Summen können aber vermittelst der Formel (6.) als 
Aggregate von ersten Variationen dargestellt werden. Somit erscheint die 
Verbindung (10.) als das Aggregat von zweiten Variationen 


| I 


) 
(12.) ddf(dz, da) + II f(de, da) — döfidxr, de)—Idfide, dx). 
1 ı 
Die Ausdrücke ddx,+S,(dx, de) lassen sich vermöge der Gleichung (7.) 
tolgendermassen darstellen 
zu As 


N l 
(") ddz,+S,(de, de) = 2 1 Vida, dr): 


( 


mithin nimmt die Verbindung (11.) die Gestalt an 


A, 
(13) 3— 
b,c A 


1 l 1 1 
(Pd, de) P(dx, da) — P(dx, de) P.(de, dx)),. 
Sowohl die Verbindung (12.), wie auch die Verbindung (13.) ist eine Co- 
variante der Form f(d«), wofür die Gründe an der eitirten Stelle Bd. 72 
pag. 16 und 17 dieses Journals angegeben sind. Demnach gilt der Satz, 

1 1 

dass der halbe Werth der Form P(dx,dx,dx,dx) gleich dem Aggregat der 
Covariante (12.) und der Covariante (13.) ist. Beide Covarianten enthalten 
erste und zweite Variationen der Variabeln, jedoch heben sich bei der Bil- 
dung ihres Aggregats die sämmtlichen zweiten Variationen gegen einander 
auf, und es bleiben nur die ersten Variationen übrig. 

Um den Uebergang zu Riemanns Formeln zu machen, wird jetzt das 

l i 

Variationszeichen d dem Variationszeichen d, und das Zeichen d dem 
Zeichen 0 gleich gesetzt. Dann verwandelt sich die Covariante (12.) bei 
41* 
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vollständiger Darstellung der quadratischen und bilinearen Formen in den 
Ausdruck 


(14) Add = a,,02,00,— dd = a,dr, du +00 Fa,,da,de,. 
a, a, ui ;i Hu ia 
und die Covariante (13.) in den Ausdruck 


15) zZ. 


— (P,(dx, de) P, (dx, dx) — P,(dx, dr) P,(de, dx)). 


Zugleich ist in Folge des bewiesenen Satzes das Aggregat der beiden Aus- 
drücke (14.) und (15.) gleich dem halben Werthe der Form #(dx, dx, dx, dx). 
In den Untersuchungen, welchen sich die gegenwärtige anschliesst, ist 
nach Bd. 72 dieses Journals, pag. 24 das Quadrat des Linearelements für 
die Mannigfaltigkeit der » Variabeln x, mit 2f(d«) = = a,,da,da, bezeichnet 


worden. Also hat diese quadratische Form dieselbe Bedeutung wie Rie- 
manns quadratische Form &b;,.ds;ds,, und gleichzeitig entspricht die Form 
P(dz, dx, dx, dx) der ersten Darstellung von Riemanns Form (1I.). Somit 
erkennt man, dass der halbe Werth von Riemanns Form (II.) gleich dem 
Aggregate der Covarianten (14.) und (15.) ist. Bei der eingeführten Be- 
zeichnung wird ferner der obige Ausdruck (14.) gleich dem halben Werthe 
des Ausdrucks, welcher sich in Riemanns Werken pag. 381 auf der fünften 
Zeile von unten befindet, und die zweite Darstellung seiner Form (II.) bildet. 
Nun sagen die drei Gleichungen Aiemanns, die an dem Ende derselben 
Seite stehen, aus, dass die Verbindungen #, (dx, dx), P,(dx, de), P,(Öx, dx) 
sleich Null zu nehmen sind, denn auf Grund der obigen Gleichung (6.) 
stimmen die linken Seiten der drei Gleichungen beziehungsweise mit den 
drei Ausdrücken 


1 
— 2357 (de, dr) dx,., 


1 
— 257 (de, de)dz,, 
a 
l 
— 23%, (dr, dr) de, 
a 


überein, diese Summen müssen unabhängig von den » Variationen dr, ver- 
schwinden, und das kann nur dadurch geschehen, dass die in Rede stehenden 
Verbindungen selbst verschwinden. Es bestätigt sich daher, dass in Folge 
der von Riemann aufgestellten drei Gleichungen die Covariante (15.) gleich 
Null wird. Da nun der halbe Werth der Form #(dr, dx, de,dx) gleich 
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dem Aggregat der Covarianten (14.) und (15.) ist, so liefert unter der ge- 
nannten Voraussetzung die Covariante (14.) für sich allein eine Darstellung 


des halben Werthes der Form F(dx,dr, dx, dx). Wie schon bemerkt, ist 
die Form (dr, dr, de, dx) gleich Riemanns Form (11.) und die Covariante 
(14.) gleich dem halben Werthe von Riemanns zweiter Darstellung der 
Form (II). Also haben wir Riemanns zweite Darstellung seiner Form (IT.) 


1 1 
aus der vorhin nachgewiesenen Eigenschaft der Form Fldx, dr, de, dx) ab- 


seleitet, gleich einem Aggregate von zwei Covarianten zu sein. 


2. 

Es handelt sieh jetzt um die Entwickelung des Zusammenhanges 
zwischen der Covariante (15.) des vorigen Art. und demjenigen Ausdrucke, 
welcher bei dem Prineip des kleinsten Zwanges zu einem Minimum gemacht 
werden muss. Doch ist hier eine gewisse Schwierigkeit zu überwinden. 
Gauss hat sein Prineip Bd. 4 dieses Journals pag. 232 bekamntlich in Worten, 
aber nicht in analytischen Zeichen ausgedrückt, und dann durch synthetische 
Betrachtungen auf D’Alemberts Prineip und das Prineip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten zurückgeführt. Daher fehlt eine von @auss selbst herrührende 
analytische Formulirung seines Prineips, und dies ist um so mehr zu be- 
dauern, da die von Gauss bei der Formulirung gebrauchten Worte an einer 
Stelle eine mehrfache Deutung zulassen. Es steht nämlich nieht von vorne 
herein fest, in welchem Sinne der Ausdruck: freie Bewegung eines Punktes 
aufgefasst werden soll. Um die Frage in ein helles Licht zu setzen, denken 
wir uns, dass die Massenpunkte des in Bewegung begriffenen Systems auf 
ein System rechtwinkliger Coordinaten bezogen seien; diese mögen für den 
ersten Massenpunkt z,, 22, 2;, für den zweiten Massenpunkt z;,, 25, &; U. 8 f., 
für den letzten Massenpunkt z,_», 2,1, 3, heissen, die Masse des ersten 
Punktes werde mit m =m, =m,, die Masse des zweiten Punktes mit 
m, = m, = m, bezeichnet, u. s. f., die Componenten der wirkenden Kräfte, 
nach denselben drei Axen zerlegt, seien für den ersten Punkt beziehungs- 
weise Z,, Z,, Z,, für den zweiten Punkt Z,, Z,, Z,, u. 8. f., das System von 
Punkten sei einer Reihe von Bedingungsgleichungen unterworfen $, = const, 
PD, = const, ... PD, = const, welche nur von den Coordinaten abhängen, und 
weder die Zeit £ noch die nach der Zeit genommenen Ableitungen der Coor- 


dinaten enthalten. Es kann nun keinem Zweifel unterworfen sein. dass die für 








% 
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einen Zeitmoment £ gegebenen Werthe der Coordinaten aller Massenpunkte 
den [ Bedingungsgleichungen 
P,=const, P,=const, ... PD, = const 
genügen müssen. Was dagegen die auf denselben Zeitmoment bezüglichen 
nach dem rechtwinkligen Coordinatensystem genommenen Componenten der 
Geschwindigkeit der einzelnen Massenpunkte anlangt, so existirt eine doppelte 
Möglichkeit. Entweder die Componenten der Geschwindigkeit sind so 
gewählt, dass sie sich mit jenen { Bedingungsgleichungen in Ueberein- 
stimmung befinden, und die aus denselben folgenden [ Gleichungen 
dD, dB, dD, 


im => . 
0 —=0, .... —=0 


befriedigen, oder sie sind so gewählt, dass sie denselben widersprechen. 
Der von Gauss gebrauchte Ausdruck: freie Bewegung eines Punktes verträgt 
sich mit jeder der beiden Annahmen. Um daher den wahren Inhalt von 
dem Prineip des kleinsten Zwanges zu ermitteln, scheint nichts übrig zu 
bleiben, als dasselbe unter jeder der beiden Annahmen nach Gauss Worten 
analytisch zu formuliren, und hierauf beide Male zu untersuchen, ob das 
Prineip zu einer richtigen Darstellung des Bewegungsproblems führe. Diese 
Prüfung wird lehren, dass die Gültigkeit des Prineips nur für die erste 
Annahme besteht. 

Unter der bezeichneten ersten Annahme sind für den Zeitmoment { 
sowohl die Coordinaten der einzelnen Massenpunkte wie auch die nach der 
Zeit £ genommenen ersten Ableitungen derselben als gegeben zu be- 
trachten. Dagegen gelten die zweiten nach der Zeit £ genommenen Ab- 
leitungen der Coordinaten als unbekannt, und sollen gerade durch das 
Prineip des kleinsten Zwanges bestimmt werden. Wenn 7 einen kleinen 
Zuwachs der Zeit # bedeutet, so nehmen die rechtwinkligen Coordinaten 
eines dem bewegten System angehörenden Massenpunktes, zum Beispiel 
des ersten Massenpunktes, zu der Zeit £+7, bei einer bis zu der Ordnung 
r’ gehenden Genauigkeit für die zu bestimmende wirkliche Bewegung re- 
spective die Werthe an 

42 
dt‘ 
d’z, 


@ ‚d 
2:7 Ya +2 dt” 


d’z, > 


dz, r 
- ride 


++ 
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Dagegen würden die bezüglichen Coordinaten desselben Punktes zu derselben 
Zeit, wenn die Bewegung unter dem Einfluss der gegebenen auf diesen 


te) 


Punkt wirkenden Kraft als eine freie erfolgte, diese sein 
1 dz, Z 
2, 4 T+-4 —- 7. 
r ı 7 dt +3 m, 
t = N dz, N 1 Z, ) 
2:4 u I 
n dt ” 
dz Eu , 
4 23 -- I -+ ı ee % 
dt “m. 


Daher wird das Quadrat der Ablenkung des ersten Punktes von seiner 
freien Bewegung durch die Summe der Quadrate der entsprechenden Coor- 
dinatendifferenzen gemessen und hat den Ausdruck 


(Bay Ay) 
di m, di m, di m, 4 
. Nach der von Gauss gegebenen Regel ist derselbe mit der Masse des be- 
u treffenden Punktes zu multiplieiren, die wir m, = m, = m, genannt haben, 
n und dann stellt die Summe von den in gleicher Weise für alle Punkte des 
” Systems gebildeten Produkten den Ausdruck dar, der zu einem Minimum 
o werden soll. Diese Summe wird gleich dem Produkt des als unveränderlich 
.. zu betrachtenden Faktors z in die Verbindung 

| d’z, N” 
{ (1.) m, Zr. ) 
P bei der der Buchstabe a wie in Art. 1 die Reihe der Zahlen von 1 bis = 
F durchläuft. Das Prineip des kleinsten Zwanges lässt sich demnach so aus- 
E sprechen, dass für die gegebenen Werthe der z, und der = die Grössen 
| 2. 
a1 2 so bestimmt werden sollen, dass die Verbindung (1.) zu einem Mini- 
a) mum wird. 
el Bei der Behandlung dieser Aufgabe sind vor allen Dingen die Glei- 

2 

15 chungen zu erwägen, welchen die gesuchten Grössen == genügen müssen. 
e- 


Wird eine beliebige der Functionen $,, $,,... $, mit $, bezeichnet, so 
folgt aus jeder Bedingungsgleichung $, = eönst erstens die schon erwähnte 
Gleichung 

dD ‚ob, da, 


2) —-- 


di "ie =, 


welche durch die ersten Ableitungen der Coordinaten erfüllt ist, und zweitens 
die Gleichung 
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y r 2 I z 3 
d D. 17 5 De “ +25 a Da h.. u ” Eu 0, 


di” a 0% 0,5 00% di 


(3.) 
welche durch die zweiten Ableitungen der Coordinaten erfüllt werden muss. 


r D .. ® hd r dz 
Weil aber unter den obwaltenden Verhältnissen die Werthe z, und z 


fest sind, so drücken die [ Gleichungen (3.) nur aus, dass die auf- 
oD, d’z, 
tretenden Aggregate Sn, ET 
müssen. Die zu lösende Minimumsaufgabe führt daher, wenn man die un- 
bestimmten Multiplicatoren 4,, A, ... 4, anwendet, nach den bekannten 


Regeln zu den » Gleichungen 


unveränderlichen Werthen gleich sein 


d’z Z. . oD . eo» . ob 
(4.) m.( - at - ) u I r + bes "A 2 + ... -- I; . ° 
rg 


di? m, O3, O%, 

Diese sind aber nichts anderes, als die Differentialgleichungen des vorge- 
legten Bewegungsproblems. Mithin ist das Prineip des kleinsten Zwanges 
für die getroffene erste Annahme gerechtfertigt. 

Die zweite Annahme wird dadurch charakterisirt, dass die gegebenen 
Geschwindigkeitscomponenten den { Gleichungen (2.) nicht entsprechen: 
die Werthe der Geschwindigkeitseomponenten mögen für den ersten Punkt 
I, &, 5. für den zweiten Punkt Z,, 5, {, genannt werden, u.s.f. Die 
Bewegung der einzelnen Punkte kann alsdann in der That nieht mit solchen 
Werthen der ersten Ableitungen der Coordinaten erfolgen, die den gegebenen 
Werthen gleich sind, und aus diesem Grunde sind jetzt sowohl die ersten 
wie die zweiten nach der Zeit genommenen Ableitungen der Coordinaten 
als unbekannte Grössen aufzufassen. Die rechtwinkligen Coordinaten des 
ersten Massenpunktes zu der Zeit i+1 haben deshalb bei einer bis zu der 
Ordnung 7’ gehenden Genauigkeit für die zu bestimmende wirkliche Bewegung 
die vorhin aufgestellten Ausdrücke; die betreffenden Coordinaten desselben 
Punktes erhalten dagegen für die nunmehr supponirte, mit den gegebenen 


Geschwindigkeitscomponenten und unter dem Einfluss der zugehörigen wir- 
kenden Kraft erfolgende freie Bewegung die folgenden Ausdrücke 
Z, . 


l 
m, 


.. Z 
En 


m, 


3, +Cı74+3 -T, 


Z, 


ya } 1 3 
3 +57+4— 
z ” : m, 








1 


1 
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Das Quadrat der Abweichung des ersten Punktes von seiner freien Bewegung 


wird mithin gleich der Quadratsumme der Coordinatendifferenzen 
da + d’z Z\\»\ 2 a Eu, 
(SS -E)rr4 le je) HE -o)r + Ze =) 
di e dt“ m, \\d " “-\ dr 
dz \ /d’z Z ! 
-— ;)Tr+1 .— — )r?). 
+ 3) rar m,’ 
Indem man dieselbe mit der Masse des betreffenden Punktes m, = m, = m, 
multiplieirt, alle Punkte des Systems ebenso behandelt und die Summe der 
erhaltenen Ausdrücke bildet, so entsteht die in den Faetor 7’ multiplieirte 
Verbindung 
e dz u, ‚SER ZN\N.N\ 
(9.) Zm, (( - —L,)+ | Be. 'r). 
a P 


\dı "..@ Mm, 


welche zu einem Minimum zu machen ist. 

Die hiebei vorausgesetzte Auffassung von dem Prineip des kleinsten 
/Zwanges liegt der Verallgemeinerung dieses Prineips zu Grunde, welche 
Herr Schering in dem Aufsatze: Hamilton-Jacobische Theorie für Krätte, 
deren Mass von der Bewegung der Körper abhängt, Band XVII der Abh. 
der K. G. d. Wiss. zu Göttingen, vorgetragen hat. Um den obigen Ausdruck 
(D.) aus Herrn Scherings Formeln zu erhalten, sind die für dieselben ge- 
machten allgemeineren Voraussetzungen durch die einfachen Voraussetzungen 
eines Problems der thatsächlich geltenden Mechanik zu ersetzen. Bei dieser 
Vereinfachung tritt das Speeifische von Herrn Scherings Auffassung des 
Prineips des kleinsten Zwanges besonders deutlich hervor, und man kann 
zu einem sichern Urtheil über die Berechtigung dieser Auffassung gelangen. 

Die gestellte Aufgabe, den obigen Ausdruck (5.) zu einem Minimum 
zu machen, unterscheidet sich von der für den Ausdruck (1.) gelösten Mini- 


' ö . B d’z. : 
mumsaufgabe dadurch, dass bei der erstern sowohl die Werthe jy ; Wie 
( 
Sa 


. j d ’ : # i 
auch die Werthe my Zu bestimmen sind. während bei der letztern nur 


d’z . | \ ’ ' ’ 
die Werthe Fr zu bestimmen waren. Deshalb sind jetzt die [ Bedingungs- 
gleichungen (2.) und die [ Bedingungsgleichungen (3.) in der Weise zu 


d’z, i Sa 
— — und die 
dt” dt 


man also [ Multiplicatoren o, und ausserdem [ Multiplieatoren einführt, welche 


berücksichtigen, dass die ‚als veränderlich gelten. Wenn 


mit 70, bezeichnet werden mögen, so darf die betrefiende Forderung so 
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ausgesprochen werden, dass der Ausdruck 


am (de 2)+ Cr) a2. 20 m 


de? n dt 
(6.) { "e 


-120,(Z 20,0 IR Au 


\ di 15 00 dt di 
zu einem Minimum werden soll. 
Daraus ergeben sich nach den bekannten Regeln die Gleichungen 


(> £,) Ma (Fr FR E) Li ö ‚OD, da 
Mm, - T S0,- 2 TS0,& 
\ -)r dt? m s’* 05 . a 0,0% di 


\ 


dz m,/f d’z Z ‚.e® 
IC a —L.)- L- (- a N: )r So, AR 


dt” Ma a 02; 


Dass diese Gleichungen die Natur des entsprechenden mechanischen Problems 
nicht darstellen, kann ohne ausführliche Discussion eingesehen werden. 
Durch Subtraetion der beiden ag von einander folgt die Relation 


0° D, dzs 


ee 


Ss (0. > an an — +7 0 «< 


und dieselbe verlangt für den Fall (=1, in dem nur eine Bedingungsglei- 
chung #, = const gegeben ist, dass für jeden Zeiger a der Quotient 

1 oD, dy 

ob, 03,0% dt 

O3 
denselben Werth haben muss. Eine solche Vorschrift ist aber der theo- 
retischen Mechanik völlig fremd. Aus diesen Gründen darf das Prineip 
des kleinsten Zwanges, unter der bezeichneten zweiten Annahme nach Gauss’ 
Worten formulirt, nicht angewendet werden. 

Ich sagte vorhin, dass in dem von Gauss gegebenen Ausdrucke seines 
Prineips die Bedeutung der Worte: freie Bewegung eines Punktes nicht von 
vorne herein feststehe. Meine Ansicht geht jedoch dahin, dass Gauss durch 
den von ihm geführten Beweis erkennen lässt, welche Bedeutung jene Worte 
haben sollen. Gauss stützt seinen Beweis auf das Prineip der virtuellen 
Geschwindigkeiten, und es kommt darauf an, ob zugegeben wird, dass bei 
dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten die virtuellen Verschiebungen 
der Punkte sämmtlich als kleine Grössen derselben Ordnung angenommen 
werden müssen. Wird dies zugegeben, so müssen diejenigen Grössen, welche 
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Gauss in seinem Beweise ey, c'y', ey", ... nennt, sämmtlich kleine Grössen 


derselben Ordnung sein. Diese Voraussetzung trifft aber nur bei unserer 
ersten Annahme zu, wo die Curve, welche ein Punkt des in Bewegung 
begriffenen Massensystems in der 'T'hat beschreibt, und die Curve, welche 
der Punkt bei der fingirten freien Bewegung beschreiben würde, dieselbe 
Tangente haben, während die bezügliche Voraussetzung bei der zweiten 
Annahme nicht unbedingt zutrifft. Für meine Person zweifle ich nieht. 
dass das Prineip der virtuellen Gesehwindigkeiten die bezeichnete Voraus- 
setzung in sieh schliessen müsse. Weil sieh aber für die Nothwendigekeit 
dieser Bedingung vermöge der Natur des Prineips der virtuellen Geschwin- 
digkeiten nicht wohl ein bindender Beweis erbringen lässt, so habe ich eine 
analytische Erörterung vorgezogen, die, so viel ich zu sehen vermag. voll- 
ständig überzeugend ist. 

Die zuletzt angestellte Betrachtung zeigt zugleich an, auf welche 
Weise das Prineip des kleinsten Zwanges zu modifieiren ist, um für solche 
Werthe der Geschwindigkeitseomponenten, die mit den Bedingungsgleichungen 
des Problems unvereimbar sind, die in der theoretischen Mechanik anerkannten 
Resultate zu dedueiren. Es genügt, dass bei einer ersten Anwendung des 
Prineips die auf den Zeitmoment #-+7 bezüglichen Coordinaten der Massen- 
punkte nur mit einer bis zu der Ordnung 7 gehenden Genauigkeit genommen 
werden. Dann kommen zunächst weder bei der Betrachtung der wirklich 
erfolgenden Bewegung die zweiten Ableitungen der Coordinaten, noch bei 
der Betrachtung der fingirten freien Bewegung die gegebenen wirkenden 
Kräfte ins Spiel. und die ersten Ableitungen der wirklich erfolgenden Be- 
wegung werden durch die Forderung bestimmt, dass der Ausdruck 


ds, Po 
(8.) m ( ink 
< "\g . 


zu einem Minimum werde Mit Hinzuziehung der aut diesem Wege er- 


i dz 
haltenen Werthe = 


durch die Wahl der zweiten Ableitungen 


ist alsdann die zweite Forderung zu befriedigen, dass 


“a 


{ 

dt’ 

Minimum gemacht werde. Indessen kann ich hiebei eine Bemerkung nicht 
oO te) 


der Ausdruek (1.) zu einem 


unterdrücken, welche sich nicht sowohl auf die Behandlung, als auf das 
Wesen des betreffenden mechanischen Problems bezieht. Wenn angenommen 
wird, dass bei einem System bewegter Massenpunkte für einen Zeitmoment 
Geschwindigkeitscomponenten eintreten. die mit den herrschenden Bedin- 
42* 





328 Lipschitz, Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges. 


sungsgleichungen im Widerspruche stehen, und dass nach dem Verlaufe einer 
verschwindend kleinen Zeit 7 die einzelnen Punkte des Systems Geschwindig- 
keiten angenommen haben, die den Bedingungsgleichungen genügen und 
mit denen die Bewegung den gegebenen wirkenden Kräften gemäss fort- 
geht, so kann die Umwandlung der gegebenen Geschwindigkeitseomponenten 
in die wirklich beibehaltenen Geschwindigkeitscomponenten nur so statt- 
finden, dass die Summe der dem System imprimirten lebendigen Kräfte 
innerhalb der verschwindend kleinen Zeit 7 einen Verlust erleidet. Indem 
aber die Formeln der theoretischen Mechanik einen solchen Vorgang dar- 
stellen, so muss die Annäherung an den wahren Sachverhalt eine weit ge- 
ringere sein, als für diejenigen mechanischen Probleme erreicht wird, bei 
deren Darstellung eine augenblickliche Verletzung der Stetigkeit und ein 
augenblicklicher Verlust an lebendiger Kraft nicht vorauszusetzen ist. 


3. 

Nachdem es sich herausgestellt hat, dass das Prineip des kleinsten 
Zwanges auf diejenige Grösse zu beziehen ist, welche in dem vorigen 
Art. mit (1.) bezeichnet wurde, soll der Ausdruck derselben für die Vor- 
aussetzung ermittelt werden, dass statt der rechtwinkligen Coordinaten z, 
der Massenpunkte des in Bewegung befindlichen Systems ein beliebiges 
System von » unabhängigen Variabeln eingeführt wird. Bekanntlich hängt 
die Transformation des Systems von Differentialgleichungen (4.) in Art. 2 
nur davon ab, dass die quadratische Form der » Differentiale dz,, Im, dz,, 


und der aus den Componenten der wirkenden Kräfte gebildete Ausdruck 
> Z,dz, in den neuen Variabeln dargestellt werden. Man habe, in Ueber- 
a 


einstimmung mit der Bezeichnung des Art. 1, 
1) 232m, dz, = 3< a,,de,de, = f(dr), 
und ferner | 
(2.) = Z,dz, 2 <= A,dı,. 

Die [ Funetionen &, der Coordinaten 3, verwandeln sich in Funetionen 
der Variabeln z,, und die Gleichungen (2.) und (3.) des vorigen Art. werden 
respective durch die Gleichungen 

(3.) dd. — o» a Ira 


di a 0 dA 


—(), 


(4.) D, PP) 4 “x > o’D, dx, das 


7" af x Tod di 
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ersetzt. An die Stelle der Gleichungen (4.) des vorigen Art. treten als- 
dann die folgenden ebenfalls mit den unbestimmten Multiplieatoren A, , 4), ... 4, 
eebildeten Gleichungen, bei denen die in Art. 1 definirten Bezeichnungen 
von Differentialen auf Differentialquotienten übertragen sind, 


. d ‚,„[(dz dx 08, . 0b, 
(0.) 34, rs di’ d ) A, ii rt 


Or, 
Vermöge der Gleichung (7.) des Art. 1 können dieselben auch die Gestalt 
annehmen 


Or, 


ii a ' TE Kit . 0%: 
(6.) Pl, = )—X. = 4, +...) 


OL 027 


Nun folgt aus der Gleichung (6.) des Art. 1, dass die Summe = y = ’ = x. 
und aus der Natur der Grössen X,, dass die Summe FIX,dx, bei der Ein- 
führung eines beliebigen andern Systems von Variabeln in den entsprechend 
gebildeten Ausdruck übergeht, das heisst zu der Form f(de) und dem vor- 
liegenden Problem covariant ist. Mithin hat auch die Summe 


a ende, KR) 


dieselbe Eigenschaft. Es möge jetzt die Form f(d«) durch die Einführung 

eines beliebigen andern Systems von Variabeln y, in die Form g (dy)=4 Ze, .dy,dy, 
« « 1 . I 

übergehen, ferner sei die Determinante '&, =E, und das adjungirte Element 


cE y ® ® .. 
2. = E,.- Wenn die linearen Ausdrücke 
Je 1 
a,,dze,+4,.dayz + -+a,.de, = ps 
und 


er dy, + er dy; Fr ch r Erin dy, — g: 
in die betreffenden Formen eingeführt werden, so verwandelt sich jede 
einzelne Form wie folgt in ihre adjungirte Form 


y 


Ass 


| | . ‚E 
2 f(dx) = < q PsPs; 2g(dy) = = 2 191: 


und zugleich muss vermöge der Gleichung f(dz) = g(dy) die Gleichung 


Ass E 
R \ $' a.do ‘e v El 

Os f ID, = _— 
| SB rue ı Be u u... 


gelten. Sobald man ein anderes System von unabhängigen Variationen dr, 
und das entsprechende System von Variationen dy, anwendet, so ergiebt sich 
aus der ausgeführten "Transformation auch die Gleichung 


Sa,dı,dı, = = eudydyı, 


a,b 
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welche vermöge der Grössen p, und g durch die Gleichung 
(9.) Zp. dx, u = qdyı 


ersetzt werden kann. Diese Gleichung bezeichnet die lineare Abhängigkeit, 
welche zwischen den Grössen p, und g, stattfindet, und es leuchtet ein, dass, 
wofern zwischen zwei Grössensystemen p, und q, die Gleichung (9.) er- 
füllt ist, die Gleichung (8.) daraus folgen muss. 

Die 'T'hatsache, dass die obige Summe (7.) zu der Form f(de) und 
unserem mechanischen Problem covariant ist, hat die Bedeutung, dass die 


n/idz dx 
Ausdrücke F,\-;; 
Ausdrücke 7, ee 


entsprechend gebildeten Ausdrücken in derselben Beziehung stehen, wie sie 


)—-X, zu den mit einem System neuer Variabeln 


in (9.) zwischen den Grössen p, und q; vorgeschrieben ist. Mithin muss 
der aus der linken Seite von (8.) entstehende Ausdruck 


| „A ‚(de dr lu fü da . 

(10,) 4 F (ri di’ di IR) RC ’ di )—X,) 
bei der Einführung eines Systems neuer Variabeln dem entsprechend ge- 
bildeten Ausdrucke gleich sein. Der Ausdruck (10.) ist also zu der Form 
f(dz) und dem betreffenden mechanischen Problem covariant. 

Aus (dieser Eigenschaft ergiebt sich sogleich die Gestalt, welche die 
Verbindung (10.) annimmt, wofern statt der Variabeln x, die rechtwinkligen 
Coordinaten z, wieder eingeführt werden. Wegen der Gleichung (1.) sind 
As 
A 


schieden sind, durch die Null, dagegen für den Fall a=b durch zu ersetzen. 


N, 


die adjungirten Elemente für den Fall, dass a und b von einander ver- 


d.r —) \ d’3, ) 
{ ı den Ausdruck m, ——. -., und nach (2.) die 
Re 2 he lc l ag, U 


(srösse A, in die Grösse Z, über. Mithin entsteht der Ausdruck 


Nach (6.) geht Fl 


WEN d’z, - 
1) = = (m, Ip -Z.), 


a 


welcher dem Ausdrucke (1.) des Art. 2 identisch gleich ist. Durch die Co- 
variante (10.) des gegebenen mechanischen Problems wird daher diejenige 
(Grösse dargestellt, welche bei dem Princip des kleinsten Zwanges zu einem 
Minimum zu machen ist. Die Vergleichung der Covariante (10.) mit der 
Covariante (13.) des Art. 1 zeigt, dass der Bau ein völlig übereinstimmender 
ist. Die zu der Form 2f(dx) adjungirte Form liegt beiden Covarianten zu 
Grunde. Die Covariante (13.) in Art. 1 ist gleich einer Differenz von zwei 
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Werthen der adjungirten Form, von denen der eine mit den Systemen von 
) 1 

Variabeln #, (de, dx) und #,(dx, dr), der andere mit den Systemen von 
1 I) 

Variabeln ?,(dx, de) und #,(dx, dx) gebildet wird. Die obige Covariante 

(10.) ist gleich einem Werthe der adjungirten Form, bei dem nur ein System 


) — X, Jarge- 


de dx 


von Variabeln auftritt, das durch die Differenz P(Z z 


stellt wird. 
Durch Hinzuziehung der Differentialgleichungen (6.) kann man die 


’ ’ PR . ’ „(dx dx a 

Covariante (10.) weiter umformen, indem statt 7, a J+X, die Summe 
. o®. . u 18 dx HERE 
24,———-, und, was dasselbe ist, statt vl - )—X, die Summe 
| a ° Od di di ‘ 

ua op; 2 . . .. . N . 2» .. 
Si; substituirt wird. So erhält sie den Ausdruck 
3 or 


Il SD ; 
(12.) zyf-r; a Wen 2 


.baß JS or, " 0% 


w 


dv 


Führt man jetzt nach dem in Bd. 71 dieses Journals, pag. 277 gerebenen 


-% u 


| Schema die Bezeichnungen ein 
Ass oo», ob; 


(13.) B:; / —= (a,P), 
a.b ‚| Olga Of : 
| so wird die Covariante (10.) gleich der folgenden Doppelsumme, bei der 


die Zeiger « und ? von 1 bis [ gehen 
(14) Z3,3;(a, P). 
a,p £ 


Diesen Ausdruck der Grösse, welche bei dem Prineip des kleinsten Zwanges 
zu einem Minimum gemacht werden muss, habe ich für die Voraussetzung, 
dass das in Bewegung stehende System von Massenpunkten einer Reihe 
von Bedingungsgleichungen, aber keinen beschleunigenden Kräften unter- 
worfen sei, Bd. 81 dieses Journals, pag. 231 angeführt. 


4. 

’ Wenn man das Problem der Mechanik in der Weise ausdehnt, dass 
für jeden Massenpunkt das Quadrat des Linearelements im Raume gleich 
' einer beliebigen wesentlich positiven quadratischen Form von den Diffe- 
' rentialen der Coordinaten angenommen wird, dass in Uebereinstimmung 
hiermit die Summe der lebendigen Kräfte der sämmtlichen Massenpunkte 


des in Bewegung begriffenen Systems gleich einer wesentlich positiven 
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u n dx ia Bien 
quadratischen Form 2r(-7-) von den nach der Zeit £ genommenen Diffe- 
rentialquotienten der Coordinaten x, ist, und dass der Ausdruck EX, dx, und 
a 


die { Bedingungsgleichungen 2, = const eine entsprechende Bedeutung be- 
halten, so ergiebt sich vermöge der in der Abhandlung: Untersuchung 
eines Problems der Variationsreehnung, in welchem das Problem der 
Mechanik enthalten ist, Bd. 74 dieses Journals pag. 116 u. ff. entwickelten 
Grundsätze ein System von Differentialgleichungen, welches vollkommen die- 
selbe Gestalt hat, wie das System von Differentialgleichungen (6.) des vo- 
rigen Artikels. Ein Ausdruck, welcher unter den bezeichneten Voraussetzungen 
aus der gegebenen quadratischen Form 2f(de) und der Summe z X,0dr, 
nach denjenigen Vorschriften gebildet wird, welche in dem vorigen Art. 
für die Bildung der Verbindung (10.) gegeben sind, muss aus den gleichen 
Gründen eine Covariante in Bezug auf das erweiterte mechanische Problem 
sein, und diese Covarlante ist als die Ausdehnung desjenigen Begriffes zu be- 
trachten, der für das ursprüngliche mechanische Problem durch den Ausdruck 
(10.) dargestellt wird. Auch zeigt sich leicht, dass, wenn man die Werthe =, 
dr, 


und 7 als gegeben betrachtet und die Forderung aufstellt. die Werthe 


d’x, 
dı? 


wird, ein System von Gleichungen entsteht, welches mit dem System von 


so zu bestimmen, dass die in Rede stehende Covariante ein Minimum 


Ditferentialgleichungen des betreffenden erweiterten mechanischen Pro- 
blems zusammenfällt. Hierin besteht aber die zugehörige Ausdehnung von 
dem Prineip des kleinsten Zwanges. 

Die angeführte im 74ter Bande dieses Journals befindliche Abhandlung 
bezieht sich auf eine noch weitere Ausdehnung des mechanischen Problems. 
bei der für jeden Massenpunkt das Linearelement im Raume durch die pt“ 
Wurzel aus einer wesentlich positiven Form des p'®? Grades von den Diffe- 
rentialen der Coordinaten ersetzt. und die lebendige Kraft jedes Massen- 
punktes gemessen wird, indem man die Masse des Punktes mit der pter Potenz 
des Linearelements multiplieirt und durch die p!® Potenz des Zeitelements 
dividirt. Der pt Theil der Summe der lebendigen Kräfte aller Massenpunkte 
eines bewegten Systems ist dann gleich einer wesentlich positiven Form 
des p'en Grades von den nach der Zeit # genommenen Differentialquotienten 


\ ® .. . dx . y . r 
der Coordinaten x, sämmtlicher Punkte r( = ), eine Funetion U der Va- 
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« 


riabeln x, vertritt die Kräftefunetion, die ( Bedingungsgleichungen $, = const 


kommen hinzu, und die Analogie von Hamiltons Variationsproblem führt 
zu der Forderung, dass die erste Variation des Integrals 


1 Sl)u)a 


zum Verschwinden gebracht werde. An der eitirten Stelle ist angenommen, 
dass die Variabeln des Problems so gewählt sind, dass sie die gerebenen 
Bedingungsgleichungen erfüllen. In der Abhandlung: Sätze aus dem Grenz- 
gebiet der Mechanik und der Geometrie, Bd. VI der mathematischen Annalen 
von Clebsch und Neumann, pag. 416, ist dagegen das Problem genau wie 
oben formulirt. Daselbst ist zu der Funetion U, die unter dem Integral- 
zeichen des Integrals (1.) erscheint, der mit den unbestimmten Multiplieatoren 
1, gebildete Ausdruck 4, P, +4, P,-+ ++ - +4, $, hinzuaddirt. Das dem Variations- 
problem zugehörige System von Differentialgleichungen lautet demnach, 


a) 


a: der dr 
a Br m OU, , 8b, ,..,, 90 


(2.) —  —t+L- +. +4, — 
| dt Or, I dr, dis Or, 


wie folgt, 


Es stellt sich nun et dass das Prineip des kleinsten Zwanges 
hinreichend stark ist, um auch auf diesem Gebiete Stieh zu halten. 
Wenn man auf der linken Seite von (2. die Glieder. welehe die zweiten 


i u i d’r, a . j 
Differentialquotienten Fr enthalten, von denjenigen Gliedern, in welchen 
nur die ersten Differentialquotienten vorkommen, sondert, so entsteht der 
Ausdruck 

(=) 
: dt d’xy = 
(3.) 5 Hl 
< U rm: MA ) / 
© 0; 
di di 


3 d.r k n . ’ d.ır 
in dem f( FT ) eine homogene Funetion des pter Grades der > bedeutet. 


Diese Darstellung ist aus Bd. 70 dieses Journals, pag. 76 entnommen, und 
die dortige Formel (10.) sagt zugleich aus, dass die Summe 

0 

ur di ) En +1 dir -) )o 


4) 2 


a ee 


Wen af 


z E 
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mit der Form f(dx) covariant ist. Desgleichen hat die Summe 


" oU 
(9.) = dan dr, 


einen von dem System der gewählten Variabeln x, unabhängigen Werth. 
Wofern das System von Differentialgleichungen (2.) dem System von Diffe- 
rentialgieichungen (5.) des vorigen Art. auch darin angepasst werden soll, 


u oU 5 . ° . . 
dass an die Stelle der 5, (ie beliebigen Funetionen A, treten, so muss 
a 


die Bedingung festgehalten werden, dass die Summe ZX,dz, ebenfalls von 
dem System der gewählten Variabeln x, unabhängig sei, damit das System 
von Differentialgleichungen einen von seiner Bezeichnungsweise unabhängigen 
Sinn habe. Der Kürze halber werde ich für die zweiten Ableitungen der 


Form 2) die Bezeichnung einführen 


aa,f 62 

v rl dt 
ee ei 
S dr, dr, 
“- Be ; Pomane 2 


t dt 
Dann fallen die Ausdrücke a,,, sobald p=2 ist, mit den Coefficienten der 
Form ar(Z) zusammen und bekommen demgemäss ihre frühere Bedeu- 
tung; bei einer Form des pten Grades, für die p >2 ist, sind sie aber gleich 


2 A i dx : 7, A 
Formen des (p— 2)ten Grades der Elemente - zo Es sei ferner die Deter- 


2 ' \ . ü oA 
minante 'a,, =f und das adjungirte Element u 
a,b 


Wenn die Form f(dx) durch die Substitution eines Systems von be- 
liebigen neuen Variabeln y, in die Form g(dy) übergeht, und den Variationen 
dx, wieder die Variationen dy;, entsprechen, so ergiebt eine algebraische 
Grundeigenschaft der homogenen Funetionen die Gleichung 

” 
Bi of(de) x 
1) =Z- X hs 


a,» Oda,odıry 


9’g(d ' 
2,0 = 2 - a(dy) Iyıdyı, 


1 Odyrodyı 


die vermöge der Bezeichnung (6.) und der entsprechenden Bezeichnung 


n.,[ 4Y 

. GG -) 
dy „ du 
ta 


= 6, 


zu der folgenden Gleichung führt 
(7*,) Sa, 02,02; — za,dadaı. 
a, ; 
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Hieraus ist nun auf die im vorigen Art. entwickelte Weise zu schliessen. 
dass, wofern die Determinante e,, gleich E und das adjungirte Element 


dE . y . .o . \ 
-, oleich E,, gesetzt wird, und wenn für zwei Systeme von Grössen p 
j ca, ° AN Pi 


und g: die mit den willkürlichen correspondirenden Variationen dr, und dy, 
, gebildete Gleichung 

ZSp,de, — = g:dy: 

a 


besteht, nothwendig die Gleichung 


A E 
y' a,b Een y' El 
} ,.m. = — (rl 
> 4 P«P: 5 1 
a oe A 
stattfindet. Weil also nach den gemachten Bemerkungen die Summen (4.) 
und (5.) zu unserm Problem eovariant sind, und auch für die statt (5.) sub- 
stituirbare Summe EX, dr, dasselbe gilt, so ist der Ausdruck 
a 
us 4 ur dx oU . d’ = / dx OU 
8) zie (zo, ee lan? LA 
\ a.b A c R ls di OT, 22 9,0 fi \ dt ( Ly 
eine Covariante für das WÄR nei und der Ausdruck 
Ba . i X d.r d’x ‘dx 
( B nn. (Za,. - ( )—-X.) (2a + —, ) 
| (9.) ob A c the b,b dt’ rfi di ) A; 
eine Covariante für das A von Differentialgleichungen, das aus dem System (2. 
| 


ne , I 
durch die Substitution von X, statt 2. entsteht, 


de) > a: .„o®», 


h, ” + ...». I u !. 
di Or, ' oa, 


d’x;, 
10) 2a, + fl 

Die Covariante (9.) verwandelt sich, sobald die Form f(dx) eine quadratische 
Form wird und die Voraussetzungen der thatsächlich geltenden Mechanik 
eintreten, in die Covariante (10.) des Art. 3, und hat, wie die allgemeinen 
Regeln der Minimumsaufgaben lehren, mit dieser die gemeinsame Eigenschaft, 
dass aus der Forderung, den Werth von (9.) bei gegebenen Werthen der 


x, und n durch die Bestimmung der Werthe der 2 zu einem Mini- 
mum zu machen, das zugeordnete System von Differentialgleichungen (10.) 
hervorgeht. In Folge der { Bedingungsgleichungen &, = const sind näm- 
lich auch hier die Gleichungen massgebend, welche den Gleichungen (3.) 


und (4.) des Art. 3 entsprechen, 


dD, _y od, du 

de Ba v, 

d’D, oD, d’z, R PD, dr, ds 
a I at. 
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 .. » D ° . . .. dx 
Weil ferner bei der Minimumsaufgabe die Grössen x, und e; als unver- 
änderlich betrachtet werden, so figuriren die Verbindungen a,, auch für 
eine Form des pten Grades, wo p>2 ist, nur als unveränderliche Grössen, 
| \ op, d’x, IE 
und aus derselben Ursache haben die Summen & de; wie früher, 
a a 
unveränderliche Werthe. Hierauf gründet sich der Beweis der aufgestellten 
Behauptung, dass durch den Gebrauch der Covariante (9.) das Prineip des 
kleinsten Zwanges auf diejenige Erweiterung des Problems der Mechanik über- 
tragen werden kann, welche in dem System von Differentialgleichungen (10.) 


enthalten ist. 


Die in Art. 2 angeführte Untersuchung Herrn Scherings bezieht sich 
auf die Annahme, dass das Quadrat des Linearelements im Raume gleich 
einer beliebigen wesentlich positiven quadratischen Form von den Diffe- 
rentialen der Coordinaten sei, und verfolgt das Ziel, auf diesem Gebiete 
vermöge einer Ausdehnung des Begriffs der Kraft und einer Ausdehnung 


von dem Prineip des kleinsten Zwanges zu dem System von Differential- 
gleichungen zu gelangen, welches aus der entsprechenden Verallgemeinerung 
von Hamiltons Variationsproblem erhalten war. Herrn Scherings Deduction 
schliesst sich bei der beabsichtigten Anwendung des Prineips des kleinsten 
Zwanges genau an die von Gauss gewählten Ausdrücke an, veranlasst 
jedoch ausser der oben erörterten Einwendung noch eine zweite. Jene 
Deduetion müsste dem Anspruch genügen, dass sie für den Fall, dass das 
cat der Quadrate von 


oO 


(Juadrat des Linearelements im Raume als ein Aggre 
drei Differentialen darstellbar ist, dass also der betrachtete Raum wieder 
zu dem Ewuklidischen Raume selbst wird, keine anderen Begriffe darstelle, 
als die in dem ursprünglichen Gedankengange enthaltenen. Für den Fall 
des Euklidischen Raumes unterscheiden sich aber die in der Deduction des 
Herrn Schering gebrauchten Coordinaten, denen keine speciellen Eigen- 
schaften beigelegt sind, in keinem Stück von den allgemeinen Coordinaten, 
durch welche ein Punkt im Euklidischen Raume bestimmt wird. Bei Herrn 
Scherings Auffassung ist das Quadrat der Ablenkung eines Punktes von 
seiner freien Bewegung gleich dem Quadrate der Entfernung zweier Punkte, 
deren Coordinaten um Grössen von einander differiren, die nicht sämmtlich 
nur von der ersten Ordnung sind. Nun leuchtet ein, dass, wenn ein Punkt 








Ri 
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« 


im Euklidischen Raume auf rechtwinklige Coordinaten 2, 2%. 23, bezogen 


wird, das Quadrat des Linearelements im Raume den Ausdruck 
(1) dei+da+da, 
und zugleich das Quadrat der Entfernung zweier beliebigen Punkte z{”, 2", 3" 
und 2”, 2”, 2\” den Ausdruck 
2) G@P-SN + zZ) + (3? -- 2”) 
hat. Sobald dagegen derselbe Punkt z,. z, 3, des Raumes auf beliebige 
Coordinaten z,, &,, z; bezogen wird, und das Quadrat des Lineareiements 
(1.) in die Form 
(3) ade +a,daz; + a,dı; + 2a,,dx, dx, + 2a;,, de, dx, + 2a, de, de, 
übergeht, so darf nicht behauptet werden, dass das Quadrat der Entfernung 
der Punkte z{”, =”, 2” und 2”, z{”, z{” allgemein richtig ausgedrückt 
werde, sobald man aus den zugeordneten Coordinaten x’, x, z{) und 
x), x”, x” derselben Punkte den Ausdruck 


; 2 1)\2 f 2 2 2 Biak 2 2 i 
ala’ 2) + al’) + ala?) +2a, (ED — a) Ei) 


(4) l + 2a, (29 — 2) (EI — 2) + 2a, (a? — I) (EP — I"), 
bildet. Schon die Transformation der rechtwinkligen Coordinaten in Polar- 
coordinaten reicht hin, um dies Verfahren als ein unstatthaftes zu erkennen. 
Es ist jedoch im Grunde genau das Verfahren, dessen sich Herr Schering 
pag. 11 seiner Abhandlung bedient, wo er das Quadrat der Abweichung 
einer möglichen von der freien Bewegung eines Punktes ausdrücken will. 
Herr Schering nennt hier die Coordinatenunterschiede allerdings Differentiale; 
doch sind die von ihm gegebenen Ausdrücke der Coordinatenunterschiede 
Aggregate aus Gliedern, die in Bezug auf das Element der Zeit von der ersten 
und der zweiten Ordnung sind, und die Punkte, welche in den Formeln 
auf die genannten Glieder folgen, deuten auf Glieder von noch höherer 
Ordnung hin. Damit das Verfahren auch nur für die Glieder der ersten 
und der zweiten Ordnung gültig wäre, müsste aus der Gleichheit der Aus- 


gezogen werden können, dass, 


drücke (1.) und (3.) allgemein der Schluss 
wenn für die Werthe a=1, 2, 3 die Differenzen z{” —z{’ durch die Aggre- 
gate dz,+4d’z,, und zugleich die Differenzen z|’—.x{ durch die ent- 
sprechenden Aggregate dz,+4dx, ersetzt werden, der Ausdruck (2.) dem 
Ausdruck (4.) gleich wird. Hiernach müsste in Folge der Gleichsetzung 
der Glieder gleich hoher Ordnung die Gleichung 

Sd3,dz, = SZa,,dı,d’r, 


a a.b 
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bestehen, die auch bei dem angeführten Beispiel der Transformation recht- 
winkliger Coordinaten in Polareoordinaten unrichtig ist. 

Die Arbeit des Herrn Schering erregt den Wunsch, zu erfahren, wie 
der Begriff der auf einen Punkt wirkenden Kraft in dasjenige Gebiet zu 
übertragen sei, dem das Variationsproblem des im vorigen Art. mit (1.) 
bezeichneten Integrals angehört. Es wird bei demselben Problem jetzt an- 
genommen, dass nur ein einziger Punkt von der Masse Eins sich frei be- 
wege. Das Linearelement für den auf die Coordinaten x, bezogenen Punkt 


er 
hat dann den Ausdruck ypf(dx), und die Forderung, dass die erste Variation 


des Integrals 

- \ . . 

(2.) \pf(d«) 
verschwinde, bestimmt für die Coordinaten x, die Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung, welche in dem bezüglichen Raume der kürzesten Linie entspricht. 
Wenn man sich die Variabeln x, als abhängig von einer Variable ? denkt. 
so kann das Integral (5.) die Gestalt erhalten 


gen 
5) Sora)ae, 


in der das Differential dt herausfällt. Es bleibt daher bei dem für das Integral 
(5*.) gestellten Variationsproblem noch völlig unbestimmt, in welcher Weise 


die Variabeln x, von der Variable £ abhängen sollen. Das zugehörige 
System von Differentialgleichungen, welches Bd. 74 dieses Journals pag. 124 
angegeben ist, lautet 
| „fd 
/ 1 

) 
Pa ' 
ale, aa dr 
a af) 

| dt Laer 
(6) 0 — PRESS: ai 


er 9: Or, 


Ö 
ni. 
222 (). 


Die Grössen x, sind durch dasselbe vollständig bestimmt, wenn für den 
Werth t= t, die Anfangswerthe z,(0) und die n—1 Verhältnisse der 
Anfangsdifferentiale dx,(0) gegeben sind, und wir nehmen an, dass die 
Integration für diese Daten geleistet sei. Der Werth des Integrals (5*.), 
welcher r genannt werden möge, repräsentirt demgemäss die Länge der von 
dem Punkte z,(0) bis zu dem Punkte x, ausgedehnten kürzesten Linie 
oder die Entfernung des Punktes x, von dem Punkte z,(0), und genügt, 
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als reine Function der Werthsysteme z,(0) und x, dargestellt, der am 


h T 


angeführten Orte in (7’.) 


enthaltenen Gleichung 





fe 
| Ö r = — 1 Bern" y_ a), 
( o ))” ” Fe 
(7) pf di 
. rn A) 


-Ir,(0 
a „dx,(0) ER ); 


| vr COyG = 


die Anhängung des Zeichens 0 an die Form f(dx) bedeutet die Substitution 

der Grössen x, (0) statt der correspondirenden x, in die Coefficienten der Form, 

Auch in der vorstehenden Gleichung (7.) kann das Differential dt nur formell 

auftreten, und hebt sich vermöge der Homogeneität der Form f(dx) heraus. 
Wir betrachten jetzt das Variationsproblem des Integrals 


(8.) Sa U) dt 


unter der Voraussetzung, dass die Kräftefunetion « eine reine Function 
der auf ein festes System x,(0) und das bewegliche System x, bezogenen 
Funetion r sei; dieselbe werde P(r) genannt. Dies Problem bildet eine 
Verallgemeinerung des Problems der freien Bewegung eines Punktes, bei dem 
die gegebene Kräftefunetion eine reine Function der Entfernung des bewegten 
Punktes von einem festen Punkte ist. Unter der Annahme, dass die Form 
f(dz) eine quadratische Form sei, die zu einem gewissen Geschlecht von 
Formen gehört, ist diese Aufgabe in der Abhandlung: Extension of the 
planetproblem to a space of r» dimensions and constant integral curvature, 
(Juarterly journal of mathematies, No. 48, pag. 349 gelöst worden, und zwar 


. . na . r . + r dr 
mit der Bedingung, dass für einen Zeitmoment !=t#, die Werthe x, und 2 
: ( 


beliebig gegeben sind. Herr Schering hat die gleiche Aufgabe bei einer 
etwas erweiterten Annahme in Betreff der Kräftefunetion für einen Raum 
von » Dimensionen und constantem Krümmungsmasse in der oben eitirten 
Abhandlung pag. 35 gelöst. Bei der gegenwärtigen Erörterung darf die 
Gradzahl p der Form f(dx) eine beliebige sein, dagegen wird festgesetzt, 
dass für den Zeitmoment t= 4,, die Variabeln x, die Werthe z,=x,(0) an- 
nehmen sollen. 


welche für die Bildung der Grösse r gewählt sind. Es wird 
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also die freie Bewegung eines unter dem Einfluss einer Kräftefunetion Pr) 
stehenden Punktes ins Auge gefasst, welche Bewegung mit demjenigen 


festen Punkte beginnt, von dem aus die Entfernung r gemessen ist. Die 
Differentialgleichungen des bezeichneten Variationsproblems ergeben sich 
aus den Differentialgleichungen (2.) des vorigen Art., indem die Bedingungs- 
funetionen fortfallen, und U durch Pr) ersetzt wird; sie sind daher diese 

Ur 
"ie dt 


de, 
" di Kir 7 or dF(r) 


9.) dt er Or, dr 

Es lässt sich nun nachweisen, dass bei der getroffenen Annahme, 
nach welcher für £ = t, die Gleichungen x, = x,(0) gelten, diese Differential- 
gleichungen für die Variabeln x, dieselbe Manmnigfaltigkeit der ersten Ord- 
nung vorschreiben, welche dureh das System (6.) bestimmt ist. Das heisst, 
der unter dem Einflusse der Kräftefunetion P(r) stehende Punkt muss sich 
von dem Punkte x,(0) aus auf einer kürzesten Linie bewegen. Man kann 
vermöge einer Bd. 74 pag. 124 dieses Journals in (3’*.) ausgeführten Um- 
formung dem obigen System (6.) die folgende Gestalt geben 


a) 


(10.) Sin nn, # I =: 4 Kur > er ) 


dt or, > 3 dx, 


(nl ya 


Wegen der Gleichung (7.) hat der partielle Differentialquotient der durch 
die Grössen z, und z,(0) ausgedrückten Function r, in Bezug auf den ein- 
zelnen Werth x, genommen, den Ausdruck 
„Sf dx \ 
: a) 
| or dt 
wie 


Or, Be. „ de, 


Ber 2 


Mithin verwandelt sich das System (10.) in dieses 


Kitı | 
we) 5 u” 


p-1 


dt Or, 0 
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Da r der Werth des Integrals (5*.) ist, so kur die Gleichung 


13) 7 = (pr % 


Man hat deshalb für das System (12.) auch den Ausdruck 
d.r 
a dt ) 
u R rl en | We dr ) | 
(14, ‘E di di \ di E 
| dt Or, Or, dit 
Die linke Seite der Gleichung (14.) ist für jeden Werth des Zeigers a mit 
der linken Seite der Gleichung (9.) identisch, desgleichen stimmt der auf 
der rechten Seite befindliche Factor >= überein. Da nun das System (14.) 
nur die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung für die Variabeln x, determinirt, 
die Abhängigkeit der einzelnen Variable von der Variable # jedoch unbe- 
stimmt lässt, so ist es möglich, diese Abhängigkeit so einzurichten, dass 
das System (6.) mit dem System (9.) zusammenfällt, und dies geschieht 
durch die Annahme der Gleichung 


dr \P-! 
15) u - dP(r) 
un dt Ber” 


Die gesuchte Integration des Systems (9.), bei der für #= #, die Gleichungen 
dx, _ dx,(V) 
Ze 

der Integration des Systems (6.) oder (14.) gewählten Differentialen pro- 
portional sein sollen, ergiebt also, wie behauptet worden, für die Variabeln 


x, = x,(0) gelten und die Anfangswerthe den entsprechenden bei 


x, diejenige Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche durch das System 
(14.) vorgezeichnet ist und einer kürzesten Linie entspricht, während die 
Gleichung (15.) die Abhängigkeit des in der kürzesten Linie durehlaufenen 
Weges r von der Zeit £ bestimmt. Hier übernimmt der nach der Grösse r 
genommene Differentialquotient der Funetion P(r) die Rolle der auf den 
Punkt von der Masse Eins wirkenden Kraft. Denn die Gleichung (15.) 
sagt aus, dass bei der in Rede stehenden Bewegung, die auf einer von dem 
Punkte x,(0) ausgehenden kürzesten Linie erfolgt, der nach der Zeit ge- 
nommene Differentialquotient der (p—1)ten Potenz des nach der Zeit. ge- 
nommenen ersten Differentialquotienten des Weges r gleich der 
dP(r) 


Grösse —,- sei. Für den Werth »=2 geht aber diese Kegel in den 


Satz über, dass bei der betreffenden Bewegung der nach der Zeit genommene 


vevebenen 


eo) 
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dP(r) 
dr 

sein muss. Des einfacheren Ausdrucks halber habe ich angenommen, dass 
bei der Integration des Systems (9.) für £= 4, die Anfangswerthe x, = x, (0) 
Ir, _ dıx,(O) 
di di 

des Systems (6.) gewählten Werthen der Anfangsdifferentiale proportional 
gegeben seien. Doch kann die Reduetion des Systems (9.) auf das System 
(6.) in genau derselben Weise bewerkstelligt werden, wenn verlangt wird, 


zweite Differentialquotient des Weges r gleich der gegebenen Grösse 


. ” » ( . . 
vorgeschrieben, und die Anfangswerthe den bei der Integration 


dass bei dem System (9.) für einen beliebigen Zeitmoment £=t, überhaupt 
dx, _ dx.(1) 
di di 

faltigkeit der ersten Ordnung, welche durch die ausgeführte Integration des 
Systems (6.) bestimmt ist, entnommen sind. Das heisst in einer andern Sprache, 
dass die Bewegung des unter dem Einflusse der Kräftefunetion P(r) stehenden 
Punktes, wenn sie an einem beliebigen Punkte einer durch den festen Punkt x, (0) 
gehenden kürzesten Linie und zwar in der Richtung dieser kürzesten Linie be- 
einnt, stets auf dieser kürzesten Linie bleibt und der Gleichung (15.) gehorcht. 


solche Werthe z,= x,(1) und gelten sollen, die aus der Mannig- 


a u 2 a ul ir ’ 
Die Gleichung (15.), mit —— multiplieirt, bekommt die Gestalt 


di 
if dr widr dP(r) , 
hl a) dd dd! 
sie erlaubt die unbestimmte Integration 
u. p—1ly dr e FR 
(16.) - gr )= Pin) +H, 


wo H eine willkürliche Constante bedeutet. deren Werth sieh dureh die 
gegebenen Anfangswerthe bestimmt. Die Gleichung (16.) geht vermöge (13.) 
in die Gleichung 

(17.) (p-Dr( ee) — P(r,+H 
über. Dieselbe ist für das vorliegende Problem nichts anderes, als die 
Bd. 74 dieses Journals, pag. 123 mit (5°) notirte Gleichung, und vertritt 
daher das Integral der lebendigen Kraft. Aus der Gleichung (16.) folgt 


die Gleichung 
dr 


Pilahäsg | ? 
/_P ) | 
13 (P(r)-+H) 


welche dureh die Ausführung einer Quadratur und einer Umkehrung die 


( 18.) dt == 


Abhängigkeit des Weges r von der Zeit £ ergiebt. 
Bonn, den 13. November 1876. 








Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite adressse 
aM. L. Fuchs. 


N 
kIolt 
H'(z)_ 
H(x) 
on peut & l'aide de cette fonetion representer toute fonetion uniforme, ayant 
pour periodes 2K et 2:K’, par une formule, entierement analogue ä celle 
d’une fraetion rationnelle deecomposee en fractions simples, A savoir: 
F(xz) = eonst.+AZ(r—a)+A,D,Zir—a)+ A,D.Z(2—a)-+--- 

+ BZ(z—b)+B,D,Z(@—b)+B,D!Zie— b)-+--- 

+LZ(ze—-lN)+LD,Z(<—-l)+LD,Z(e—N+:- 
ol les constantes A, B,... L sont essentiellement assujetties A remplir 
la condition: 

A+B+.-+L=%. 
C'est cette expression. dont jJai fait usage dans bien des eirconstances, que 
je vais employer a la recherche des eoordonndes d’une eubique plane en 
fonetion explieite d'un parametre. Je pose A cet effet: 
ze = m, +AZ(t-a)+B Zi—b)+CZi(t-e), 
y= yw+AZ(-a)+B'Z(t—-b)+ÜZ(t-e), 

avec les conditions: 

A+B+C=-0, A+B+0=0, 
de sorte que les coordonnees z et y se trouveront des fonetions lindaires 
des deux differences: Z(t—a) — Zit—e) et Z(t—b)—Z(t—e). Üela £tant, 
je remarque que x, xy, y’ etant des fonetions doublement periodiques uni- 
formes aux periodes 2K et 2iK', s’expriment lineairement, d’une part par 
ces deux differences, et de l’autre par les derivees D,Z(it—a), D,Z(it—b), 
D,Z(t—e). Et pareillement, si l’on eonsidere =’, z’y, zy', y’, il resulte 
de la formule generale qwon aura seulement les derivees secondes: 
D; Z(it—a), D’Zit-b), D’Z(t—e) A joindre aux derivees premieres et aux 
44* 
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deux differences. Ce sont done huit fonetions en tout, entrant lineairement 
dans les neuf fonetions doublement periodiques, que je viens de former, et 
la relation du troisieme degre entre les coordonndes z et y en est la con- 
sequence immediate. J’ajoute que ces coordonndes renfermant, en premier 
lieu, les constantes a, b, e, ou seulement a—c, b—e, car on peut mettre 
t—c au lieu de f, puis les coefficients A, B, A’, B’, et enfin x, et y,, con- 
tiendront huit arbitraires, de sorte qu’en y joignant le module de la trans- 
cendante, on aura bien le nombre maximum &gal A neuf, des indetermindes 
(une eubique plane queleonque. 
Soit maintenant: 

x = m+A Zit-a)+B Z(it—b)+C Zitt-c)+D Zit—d), 

y= y+A Zit—-a)+B' Zit—b)+0 Zitt—e)+D' Zit—d), 

3 = u+AZ(it—a)+ B"Z(t—b) + C"Zit—e)+D"Z(t—d), 
avec les conditions 

zA=0, 4-0, ZA=N. 


Ces trois quantites d’une part, et celles-ci de llautre, a savoir: @°, y’, 2’, 
xy, °3, Yy2, Siexprimeront en fonctions lineaires de Zt —-a)—Z(it—d), 
Zit—b)— Zit— d), Zit—c)— Z(t—d), et des quatre derivees D,Z(t—a), ete. 
On a par eonsequent sept fonctions, dans lexpression de neuf quantites, 
qui des lors sont liees par deux &quations, de sorte que les quantites con- 
siderees representent bien lintersection de deux surfaces du second ordre, 
et comme ei-dessus, on voit qwelles eontiennent le nombre d’arbitraires 
maximum que eomporte une telle courbe, lequel est egal A seize. 

Je reviens ä& la geometrie plane pour considerer les courbes de 
Clebsch, dont les eoordonnees sont des fonetions elliptiques d’un parametre, 
que je prends sous la forme suivante: 

2 = m, +AZ(-a)+BbZ(i—b) +. +LZÜit—N, 

y= m+AZ(-a) +BZ(it—b)+.-+UZit—), 
en supposant toujours: 

ZA=0, ZA=0. 

Le sucees de la methode precddente dans le cas de la cubique m’a fait 
tenter d’etablir par la m&me voie que x et y satisfont a une dquation alge- 
brique d’un degre egal au nombre des transcendantes: Z(t—a), Zit—b), ... Zt). 
Mais les choses se passent alors moins simplement. Considerez en effet 
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les diverses fonetions homogenes de z et y, jusquau degree «, dont le 


nombre sera 2+3-+--+u+1=4(w+3u), et soit m le nombre des trans- 
cendantes. Toutes ces fonetions doublement periodiques s’expriment li- 
neairement par les differences: Zit—a) —Zit—), Zit—b)—- Zit—),... en 
nombre m—1, puis par les derivees jusqu’a Vordre «—1, des quantites 
Z(t—a), dest-a-dire en tout par m—1l+m(u—1) fonetions. Afın done 
de pouvoir effeetuer V’elimination de ces fonetions, je pose la condition: 
4 (wW+3u) = m+m(u—1) = mu 
qui me donne «= 2m—5, de sorte que je parviens par cette vole a une 
courbe d’ordre 2m —3, au lieu d’obtenir Tordre m. Le procede qui reussit 
dans le cas de m =3, donne done en general un degre trop eleve, et jai 
dü completement y renoncer, comme methode d’elimination. Mais l’existence, 
au moins, d’une &quation de ce degre m se prouve tres-facilement. Uon- 
siderez pour cela une droite arbitraire ex+Ay-+y=0, dont les points de 
reneontre avec Ja courbe s’obtiendront en determinant f par Vequation: 
en + Ay ty+Aa+AP)Zit-a)+(Ba+bP)Zit—b)+.- =. 
Le premier membre de cette &quation est une fonetion doublement perio- 
dique qui devient infinie pour les m valeurs: 
DEE UNTER 

Elle ne peut done s’annuler, d’apres un theoreme eonnu de la theorie des 
fonetions elliptiques, que pour m valeurs de #, dans linterieur du reetangle 
des periodes 2K et 2iK’, et la courbe ne pouvant £Etre coupe quen m 
points par une droite queleonque, est bien d’ordre m. 

Ce m&me raisonnement applique A la polaire, dont les eoordonnedes sont: 


r —y' r Mi 
= 2, T: 


ay'—.ı'y ay—ı'y 


en determine le degre. 

Ktfeetivement les intersections de cette seconde courbe avee la droite 
eX+PY-+y=0 sont donnees par l’equation: 

— ay+PaX+rley—yae) = (0, 

et vous voyez, que son premier membre est une fonetion doublement perio- 
dique, admettant les infinis doubles t=a, b,... !, de sorte qWiona 2m 
racines, et par suite 2m points diinterseetion. Connaissant V'ordre de la 
polaire des courbes de Clebsch, d = 2m, le nombre d des points doubles de 
ces courbes en resulte immediatement, comme consequence de la relation 
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2d+d=m(m-—1), donnee dans mon cours d’analyse (page 385); l’on trouve 
ainsi par une voie facile la proposition fondamentale: d—=4m(m—3) de- 
montree par Clebsch t. 63 de ce journal. p. 189. 


Paris, 29 jun 1876. 


P.S. La determination des points d’inflexion de la eubique plane, 
et des points stationnaires de la quadrique dans l’espace, dependent des 
equations suivantes: 


Z(dt-a)—-Z(t—-c), Z(t-b)—-Z (t-e)| 
|zUt- 0) -Z’t-o. Z’tU-W-Zrit-e 
et: 
ZZ’ (t-a)—-Z (t-d, Z(t-b)-Z(t-d, Z (t-c)—Z (t-d)| 
Z’(dt-a)—Z'(t—d), Z’(t-b)—-Z" (td), zZ t-0-Z"(t-4)| =. 
Zt-a)-2"(t-d), Z"t-b)-Z”t-d), Zt) —Z" (td) 
Je me suis propose de caleuler les determinants qui forment les premiers 
membres, et j’ai trouv& les expressions suivantes. Soit pour abreger: 
$(a,b,ce ) = H(a—b)H(a—.c)H(ib-e), 
$(a,b,c,d) = H(a—b) H’a—c)H(a—d) 
H(b—c) H'b—d) 
Hic—d). 
le premier determinant est: 


H'(0) D(a,b, ce)H31!—a—b— ec) 
) "THG@—a) Ht—b)HU—0)]’ 

et le second: 
I 0Y D(a,b, c, d)H(4 —a—b—c—d) 
| | H(t— a) H(t—b)H(!—c)H(!—d)]* 


les beaux resultats decouverts par Ülebsch sont la consequence de ces 
expressions qui m’ont amene a considerer en general, le determinant a n—l1 


eolonnes: 
ZU) —- ZU, ZI DB un 53%. Ztt-MN— Z(it-D 
Z'(t-a)— ZN, zZ’ (t-b)— ZN), ... zZ" t-N— ZN 


Zd-a)—-Zd-D, ZU) -ZUND, ... Zeit-M-Zu-D| 
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ou a, b, ... k, ! sont » constantes. Si l’on pose comme prec&edemment: 
$(a,b,...k,l) = H(a—b)Hia—ec)...Hia—!) 
H(b—e)...H(b—N) 


H(k—!\ 


on trouve quil a pour valeur: 


D(a,b,...k,DH(nt —a—b —---—|) 


ı/N\tR—1)(n+?) 
uH (0) [H(t— a) H(t—b)... H(t— I)]” 


u designant un facteur numerique. . 


Paris, 29 decembre 1876. 














Notiz zu dem Aufsatz über ein dreifach orthogonales 
Flächensystem 8. 145 dieses Bandes. 


(Von Herrn Wangerin.) 


Daren eine Notiz des Herrn @. Darbouxz im 22. Heft des Bandes 
LAXAII der Comptes rendus bin ich auf einige Arbeiten des genannten 
Verfassers aufmerksam gemacht, die mir bisher unbekannt waren. Aus 
diesen habe ich ersehen, dass nicht, wie ich am Schluss meiner Arbeit 
angegeben, Herr Tisserand zuerst das von mir behandelte Flächensystem 
untersucht, sondern dass schon früher Herr Darbour sich mit denselben 
Fragen beschäftigt hat. Die Resultate in den ersten Abschnitten meiner 
Arbeit, die ich für neu hielt, sind grösstentheils bereits von Herrn Darboux 
abgeleitet in den Comptes rendus LIX p. 240 und den Annales de l’ecole 
normale II p. 55, III p. 97. Neu bleibt jedoch bei meiner Arbeit die Redue- 
tion der Potentialgleichung für die betrachteten Flächen. 


Berlin. den 13. Deeember 1876. 











